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Eksempel 1. B kr forrentes med R% p.a.
Belgb y(t) efter t &r: = R/100 R =10% p.a.
8
y(0) = B >
y(1) = y(O)(1+7) = B(l+7) _°
y(2) =y +r) = B(L+r) S
>
: 2
y(t) = B(1+7r), t=0,1,2,... g
% 5 10 15 20
Linezer variation af y mellem tilskrivnings-tidspunkterne.
Differentialligninger
Rente-tilskrivning med At til tidspunkterne . r=010 At=05
At, 2A¢, ... —6— Helarlig

y(At) = B(1+rAt) s
y(2At) = B(1+rAt)? <

y(t+AL) = y(t) + y(t) - rAt <

TG ETG .

Graenseovergang At — 0: ¢ =7r-y

Differentialligning (DL).

Fuldstaendig Igsning  y(t) = Ce™, vilkarlig C. %
>

Begyndelses-betingelse y(0) = B
y(t)=B-e".

6 —k— Halvarlig

r=0.10

—6e— Helarlig
Kontinuert

Differentialligninger

Eksempel 2. Cirkel med radius 7, centrum (a, b)

P <x(t)> _ (a+rcost> .
y(t) b+rsint

Differentiér

(z’(t)) B <—rsint>

Yyt )] rcost

(E:> = (by) fort >0, (
y T—a
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Eksempel 3. Kasse pa et bord.
Masse m, fjederkonstant mA,
friktionskoefficient mB.

Afvigelse y(t) fra ligevaegtsstilling.
Newtons 2. lov

"n_

m-y mAy — mBy/

y(0) =1L,
BVP for en 2. ordens DL

Startbetingelser y'(0) = 0.

Kan omskrives til et BVP for et system af
to samhgrende 1. ordens DLer: Definér ﬂ)(t)

med uy(t) =y(t), us(t) =v'(1),

2(0) >

y(®)

: (j) .

Begyndelses-vaerdi problem (BVP) for et system af to samhgrende 1. ordens DLer

0.5

-0.5

t

0 1 2 3

Daempet svingning

4

5



Differentialligninger

o »
e " fort >0, w0 (L)
ul —Auy — Buy ' u2(0) 0

Eksempel 4.
i L o /
Uy ruy +-- T1mUm + a lL1<0> b1
! R
Uy, TmiUl + -+ T Um + Gm 'U/m<0> bm

bruges som matematisk model for

o kemiske reaktioner i en blanding af m stoffer,
o koncentration af medicin i nyrerne,

o klima-forandringer,

O ...

T11y s Trm O8 g1, - - -, g €r konstanter eller funktioner af ¢.
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| eksempel 1 — 4 er der tale om linezre differentialligninger. Huvis koefficienterne er
konstanter, kan man finde en forskrift til at beregne vardier for Igsningen u(t).
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Eksempel 5. Hookes lov, F' = mAy, er kun en god model for fjederkraften hvis
deformationen y er lille. En bedre model er F' = mAe~ ¥y, hvor c er en positiv konstant.

4
fiederkraft F Y = = =Lineeer
M ‘\ Ulineaer
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BVPet fra eksempel 3 andres til

“:1 : “ U fort >0, u1(0) _ (L
u —Ae ™y — Buy us(0) 0

Dette er et ulinezrt system af differentialligninger.

Man ma bruge en numerisk metode til at beregne (en tilnzrmelse til) Igsningen.

Differentialligninger
Simple numeriske metoder
BVP o' = f(t,u) for0<t<T, u(0)=0.

Bestem tilnaermelser til Igsningens veerdier for t-veerdier i et “net”

0 h nh Nh=T
t t, t ty

Eulers metode. Antag, at vi kender

b+

Igsningen for ¢t < t,. Ved at fglge \\

t ten til Igsningsk i punk- \ T T

angenten ti ¢sn|T1gs u.rven [ pun. N

tet (t,,u(t,)) far vi en tilnaermelse til 0 —t 1
0 t t +h T

u(tn+1) = u<tn+h> " "

w(tni1) =~ u(ty,)+h- u'(t”) = u(ty) +h- f(tn,u(t,)) .

Vi kender u(0) = b, og ved successivt at bruge denne tilnermelse kommer vi frem til
fglgende forskrift til at finde veerdier ug, uy, ..., uy, hvor u, ~ u(t,)
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Eulers metode
Eksempel 7. Rente-problemet fra 10° %0
Uy = b * ° o)
) eksempel 1. Ey = |uy — u(ty)| . % o 4 o
forn=0,1,2,..., N=1: Uns1 =tn+h- flt, un) N =5,10,20,. .., 2560 _ 107 * °o
w *
s Dobbelt-logaritmisk afbildning N *
Eksempel 6. Rente-problemet fra eksempel 1: || u(t) 10 *
6| * h=4 Sr log Ey = A—plog N O  Euler *
flt,u) =ru. * h=2 ! S|_* RK2 * N
S —(C.NP 10
uy = B 4 L Ex=C-N 10° 10" 10° 10°
Upt1 = Up + hru, = <1 + h'f')un s 2 \\‘*,\‘*\“g : PEuler = 1, PrRK2 = 2 N
=0,1,2,...,N—1. N
" T 0“ : Generelt for de to metoder.
(lige som tilskrivning med At = h.) 0 5 10 15 20 ) i, ) i )
Fejl En = 107° for Nggo =~ 3135, dvs ca 6270 beregninger af f 1 minut.
Det ses, at - .
Neuer =~ 14.8 millioner. 40 timer
o For hver h-vaerdi vokser fejlen |u,, — u(t,)| med ¢,
o For mindre h-vaerdi fas mindre fejl ved samme ¢.
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Bedre metode: 2. ordens Runge-Kutta, RK2 Systemer af fgrste ordens DL
kr = f(tn,un) {heldning til venstre} = 7)(2‘,, w) for0<t<T, w(0) = D
Up1 = un+h-k {Euler} De to metoder generaliserer umiddelbart. Beregner vektorer ', @1, ..., u n, hvor
ky = f(tni1,Uni1) {haldning til hgjre} U, er en tilnaermelse til vektoren 7 (t,,).
1 . . A TN - T
Uppr = Uy + I 5 (k1 + ko) {brug middel — heldning} Eulers metode:  wo= b, Wit = Wy + he f (L, W),
— — —
RK2: Wo= b, 0 =k (W) Wiy = Wt 3 (T AT (i, W+

Eksempel 8. Cirkel-problemet fra eksempel 2 med centrum i (0,0)

() () e (2)-(0)
Y T y(0) 0

h=2x/N. Euler:

- Ln Ln T h n
Sl R Tt ) [T M) 0,1, N1
Yo 0 Yn+1 Yn + hay,
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RK2:
T Iy, bt n_h n
o) = (), Tl ) [T M) 01, N1,
Yo 0 Yn+1 cyn + ha,

hvor c:l—%hz.

Eulers metode RK2

[
[N

(=]
o

-1 0 1 -1 0 1
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Avancerede numeriske metoder

Der findes mange mere avancerede metoder. Nogle af dem har “adaptiv skridtlengde
kontrol”: | hvert skridt beregners et mal ¢ for fejlen i dette skridt. Hvis € er stgrre end
en valgt tolerance, gentages skridtet med en mindre h. Ellers accepteres skridtet, og hvis

¢ var vaesentligt mindre end tolerancen, benyttes en stgrre h i de efterfglgende skridt.

Brusselator equation

Eksempel 9. Brusselator ligningen i
0 ()
v)  \ 3u—uiy :
er en model for en vis kemisk reaktion. 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Sma skridtleengder omkring t = 1, t = 7 og t = 15, hvor Igsningen andrer sig meget

hurtigt. Stgrre skridtleengder i omrader, hvor Igsningen ikke varierer sa voldsomt.



