Differentialligninger

Differentialligninger.  C afsnit 8.1 pp 473 — 490

Funktion y = y(z) .

Differentialkvotienten ¢/(x) er haeld-

ningen af tangenten til grafen for y i punktet (x, y(z)).

Hvis ¢/(x) > 0 er funktionen voksende omkring x . Hvis

y'(x) <0 er den aftagende.

d,
Differentialligning: ¢/ = ﬁ = h(x,y) .

h er en kendt funktion af = og y

2 er den uafhangige variable; ofte = =t, tid.

y er den afhaengige variable. Hvordan finder vi den 7

Begyndelsesvaerdi-problem: @ < 2 <. Forudsztter, at y(a) =1, er kendt.

Ngjes med at se pa simple eksempler pa differentialligninger.
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- o dy
Ren tids differentialligning: I = flx)y, a<z<b

Stamfunktion (“antiderivative”) y(z) = F(z) = /,f(u)du-i-C,

hvor konstanten C' bestemmes ved begyndelsesbetingelsen: C =

Separabel differentialligning:  h(z,y) = f(z)-g(y) .

Antag, at g(y) # 0, sa geelder
dy dy )
— = flx)gly) & —/— = f(a)dz.
L= fat) & = fa)
Lidt fraekt, men (naesten) lovligt! Vi har alts3 fiet adskilt (separeret) de variable, og

ved at tage stamfunktion pa begge sider finder vi

De videre udregninger afhanger af ¢(y) og f(x)
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Ren tids differentialligning. g¢(y) =1 :
/ dy = / f@)dr < yl@)+C1 = F(z)+C
dvs  y(z) = / fluw)du+C  somfgr. (C =Cy—C))

Eksempel, side 476. Celle-rumfang V(¢) .

V'(t) = sint ° ---Vv(0)=1
t 4 —V()=2
V) = V(0 sin u du RN
(t) ( )+/0 simu du et V
— V(0) + [~ cosulf C i
(0) + [~ cosl o

= V(0) —cost+1

fEndring af begyndelses-betingelsen svarer til parallelforskydning i y-retningen
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Autonom differentialligning: f(z) = r, en konstant.

Simpel vaekst-model, side 476ff.

dN dt
@y _ N L
o r-N(t) < I rdt 300
m|N| = rt+C; & N(t) = £e%e” 00
N(t) = Ce" 100
N(CL) = N[) = (e = C = N[) e " 0

N(t) = N(a)e' -0

Figuren svarer til » =1.25, Ny =20. /Andring af start-veerdien for den uafhangige

variable svarer til parallelforskydning i x-retningen.

MATLAB. log(x) giver den naturlige logaritme, Inz . exp(log(x)) ==z
log10(x) giver den “almindelige” logaritme, logz . 107 (1loglO(x)) ==«
log2(x) giver 2-tals logaritmen, logsz . 27 (log2(x)) ==«
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Vakst model  4/(t) = ry(t) . Alle praktiske anvendelser: y(t) > 0 .

r<0 Negativ vaekst. Exponentielt henfald.
y(t) = N(a)e'®= — 0 for t — oo

r>0 Exponentiel vaekst.  y(t) — oo for t — 0o . Realistisk 7
dN N
Logistik ligni — =rN(l——=]), N(0) = N,
ogistik ligningen p r < K> ; (0) 0

Antag N,r>0. Hvis N(t) < K ,er N'(t)>0,dvs N vokser
Hvis N(t) > K ,er N'(t) <0, dvs N aftager

Hvis N(t)=K ,er N'(t)=0,dvs N er konstant.

No=K = N()=K foralle t>0
K kaldes kapaciteten (engelsk: carrying capacity — den mangde, som omgivelserne kan
brgdfgde (drage omsorg for))

Hvordan Igser vi logistik ligningen 7
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Mellemspil A N B _ Aly —b)+ By — a) _ (A+ B)y — (Ab+ Ba)
y—a y—>b (y—a)ly—0) (y—a)ly—0b)
. . 1 A B
Antag a #b og y # a,b. Vignsker at skrive = +
(y—ally—b y—a y—>

Betingelser: A+B =0, Ab+Ba=-1.
Aog B. Lgsnng B = —A = —

To linezere ligninger med de ubekendte

a—2>b
1 1 1 1
Alts3 = -
(y —a)(y —b) a—b<y—a y—b>

Differentialligning Z—i = kly—a)ly—>b) med a#b#y. Omskrives til

/% N /kdx = /aib<yia_yib)dy - /kdw

y—a’

y—a _ Ce(afb)k:m
y—>b

= (a—b)kz—}—Q =

In|y—al|—In|y—b] = In
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Lgsfor y: y = a+Ce "™y —b) o
C' bestemmes ved en begyndelses-betingelse.

dy

ol k(y —a)(y —b) . Hvad sker der, hvi

-

a — bC ele=bke
= 1 — C ela—b)ka

sy=a, y=>b eller a=b ?

| de fgrste to tilfelde er ' = 0, og Igsningen er konstant, hhv y(z) =a og y(z) =0

Hvis a =0 +# vy, bruger vi omskrivningen

dy 1 1
— = [ kdr & — = kx+C & =a——7y
/(y—a)2 / ‘ y—a T ylw) = a kx+C
C' bestemmes ved en begyndelses-betingelse
Differentialligninger 8
Logistik ligningen
dN N r r
Som mellemspillet med &k = —% Ca=0, b=K
0— KC =B/l _Cet KC
N(t) = L_C0-K)—/Kt — 1_(Cet (O —ert
KC No
N(0) = N, Ny = —— C =
O=M e N=577 < N K
K
Indsaettes N(t) = -+ = —F——~—— —— N, <KP2

r>0 = e 50 for t » o0

og dermed N(t) — K for t — o0
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dN N

Hvis Ny=0,er N'(0)=0 og N(t)=0 foralle t>0

Hvis Ny=K ,er N'(0)=0 og N(t)= K foralle t >0

Lgsningerne N(t) =0 og N(t) = K kaldes “ligevaegte” for logistik ligningen.

For alle andre (positive) startveaerdier sgger Igsningen N(¢) ind mod ligeveegten K ,

(men den n3s aldrig)

Afsnit 8.1 behandler ogsa nogle andre simple typer af differentialligninger og deres Igsning

via separation af variable.



