Hvad er en diskret tidsmodel?

» En funktion fra maengden af naturlige tal til maengden af

reelle tal:
f:N—>R.
Diskrete Tidsmodeller » Eksempel: .
f(n) = , eN
M=+ n
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Populationsfordobling Den generelle formel for eksponentiel vaekst

» Populationsfordobling for hvert tidsskridt: » Eksponentiel vakst og henfald:

_ t —_
N(t) = No2" , t=0,1,2,... N(t) = NoR® , t=0,1,2,...
» Eksempel: Ny =1
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» R kaldes vaekstkonstanten (the growth constant).



Ligevaegt

» Nar en befolkning ikke andrer sig med tid er den
> i ligevaegt
> ved et akvilibrium (equilibrium)
> ved et fixpunkt (fixed point).

» Eksempel:

» For R =1 er en eksponentielt voksende befolkning i ligevaegt.

» Konceptet "ligevaegt” er vigtigt:
Det afslgrer ofte, hvordan befolkning kan udvikle sig pa sigt.

» Eksempel (eksponentielt voksende befolkning):

o fR>1
lim N(t) ={ N(0) ifR=1
e 0 f0O<R<1

Aldersopdelt populationsvaekst

» En befolkning opdeles i fire aldersgrupper: A0, Al, A2 og A3.

» N; er antal individer af hunkgn i Ai for i =0,1,2,3.

» Hvor mange overlever efter hvert tidsskridt?

Nl(t+ 1) = 04 No(t)
Nz(t—|—1) = 03 Nl(t)
N3(t+1) = 0.1Nx(t) .

» Hvor mange nye individer kommer til?
No(t + 1) =2 Nl(t) +1.5 Nz(t) .

» En sddan befolkningsstruktur kan beskrives med en Leslie
matrix. Kan du opstille matricen?

Rekursion

» Populationsfordobling (for N(0) = Np = 1)
N(1) = 2N(0) =2t
N(2) = 2N(1) =22
N3) = 2N(2) =23
N(4) = 2N(3) =2%.
» Med andre ord: Fglgende formler er ens
> N(t) = N2t , teN
» N(t+1)=2N(t) , t=0,1,2,... , N0O)=Np .

» Den generelle rekursive formel for eksponentiel vaekst/henfald:
N(t+1) = RN(t) med Ny = [befolkningsantallet til tiden t = 0] .

» En formel er rekursiv, ndr en funktion optraeder bade pa hgjre
og venstre side af lighedstegnet.

Aldersopdelt populationsvaekst

No(t+1) 0 2 150 No(t)
Ny(t+1) | |04 0 0 O N (t)
No(t+1) 0 030 O No(t)
N3(t+1) 0 0 010 N3(t)
No(t) = 1000, Ni(t) =200, No(t) =100, Ns(t)=10
[ No(t+1)7 [ 550 ]
Nl(t+ 1) . 400
Na(t+1) | — | 60
| Ns(t+1) | [ 10
[ No(t+2) ] [ 890 |
Ni(t+2) | | 220
No(t+2) | — | 120
| N3(t+2) | | 6 |




Den generelle Leslie matrix

» Antag at der er m befolkningsgrupper.

» P; er brgkdelen af kvinder, som overlever til naeste
aldersgruppe (i =0,1,...,m—1).

» F; er det gennemsnitlige antal overlevende nyfgdte fra kvinder
i aldersgruppe i (i =0,1,..., m).

» Den tilsvarende Leslie matrix ser ud som fglger:

Fo Fi ... Fm—1 Fm

Pb O ... ... 0
0 ... 0 Phb1 O

» [Po P1 ... Pp—_1] kaldes nogen gange “fgrste subdiagonal”.

Leslie matrix egenskaber
» For en stabil aldersfordeling far vi ogsd konvergerende

Ni(t)

i(t) = di=0,1,...,
pi(t) No(0) + Ni(t) + -+ N(t) o0 m

» Eksempel:

Leslie matrix:
[ — 15 2
~ 1008 0
Udgangspunkt: Np(4) = 1388 og Ny(4) =69 .
Forlgb:

1.5 2 2221 3554 2221
N(S)_[O.O8 o} [ 111 }_ [ 178 }“1'6[ 111 ]

> )\ = 1.6 kaldes en egenvaerdi for matricen og
N =[p1 po]” =[0.952 0.048]" kaldes en egenvektor.

Leslie matrix egenskaber

|

» Nar forholdet mellem successive befolkningstal konvergerer,

d.v.s. nar

Ni(t)

m—)A for t— oo og iZO,l,...,m

da har vi en stabil aldersfordeling (stable age distribution)
1.5 2
L= [ 0.08 0 ]

Udgangspunkt: No(0) = 100 og N;(0) = 100 .
Forlgb:

100 350 541 868 1388 2221
100 |’ 8 |7 28 || 43 |’ 69 |’ 111 |’

A=16

» Eksempel:

Leslie matrix:

Fra kontinuert til diskret model

» Definitionen pé en differentialkvotient:

dN AN N(t + At) — N(t)  N(t+ At) — N(1)

— = |lim — = I|im =~
dt At—0 At At—0 At At

» Gang med At og leeg N(t) til pa begge sider:
N
N(t + At) ~ CZ/—tAt + N(t) .

» Dette er en rekursiv formel, som giver en stykvis lineaer
tilnaermelse til funktionen N.

» Lgsningen til en differentialligning kan pa denne made
tilneermes med en diskret tidsmodel, hvor et tidsskridt er At.

» Jo mindre At, jo mere pracis bliver tilnaermelsen.

» Dette kaldes Eulers metode.



Tilnaermet Igsning til differentialligning
» Differentialligningen som beskriver en per capita vakstrate r:
1 dN o dN
nlhad anv
N dt dt
» Vi kender den eksakte Igsningen fra tidligere: N(t) = Npe™ .
» Stykvis linezer tilnaermelse er givet ved den rekursive formel:

rN(t) .

N(t+At) ~ %At+N(t) — N()At + N(E) = (rAt + 1N(E) .

» MATLAB eksempel:
NO = 50; r = 0.5; Dt = 3;
t=0; N = NO;
tt = [t]; NN = [N];
t =t + Dt; N = (r*Dt + 1)*N;
tt = [tt t]; NN = [NN NJ;
plot(tt, NN);

Tilnaermet Igsning til differentialligning

» Differentialligningen som beskriver en per capita vakstrate r:
1 dN dN
Nde " T ar T

» Vi kender den eksakte Igsningen fra tidligere: N(t) = Npe™ .

» Stykvis lineaer tilnaermelse er givet ved den rekursive formel:

rN(t) .

N(t+At) ~ %At—kN(t) — () AEEN(E) = (FAEHLN(E) .

» MATLAB eksempel:
NO =50; r = 0.5; Dt = 1.5;
t =0; N = NO;
tt = [t]; NN = [N];
t=1t+ Dt; N = (r*Dt + 1)*N;
tt = [tt t}; NN = [NN NJ;
t =t + Dt; N = (r*Dt + 1)*N;
tt = [tt t}; NN = [NN NJ;
plot(tt, NN);

Tilnaermet Igsning til differentialligning

» Differentialligningen som beskriver en per capita vaekstrate r:
1 dN dN
Nde ~ " T ar T

» Vi kender den eksakte Igsningen fra tidligere: N(t) = Npe™ .

» Stykvis linezr tilnaermelse er givet ved den rekursive formel:

rN(t) .

N(t+AE) ~ C;—l;/At+N(t) — () AEEN(E) = (FAEFLN(E) .

250

N(t + At) = (rAt + 1) N(t)
= = =N(t) = NO exp(r t) e
s
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Tilnaermet Igsning til differentialligning

» Differentialligningen som beskriver en per capita vaekstrate r:

1 dN dN

—— = — =rN(t) .

Na ~" T g N
» Vi kender den eksakte Igsningen fra tidligere: N(t) = Npe™ .
» Stykvis linezr tilnaermelse er givet ved den rekursive formel:

N(t+At) ~ %’

N(t + At) = (rAt + 1) N(t)
= = =N(t) = NO exp(r t)

At+N(t) = rN(t)At+N(t) = (rAt+1)N(t) .
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Tilnaermet Igsning til differentialligning

» Differentialligningen som beskriver en per capita vakstrate r:
1 dN dN
Nde ~ " T e

» Vi kender den eksakte Igsningen fra tidligere: N(t) = Npe™ .

» Stykvis linezer tilnaermelse er givet ved den rekursive formel:

rN(t) .

N(t+At) ~ ﬂAt+N(t) = rN(t)At+N(t) = (rAt+1)N(t) .

dt

» MATLAB eksempel:
NO = 50; r = 0.5; Dt = 1;

t =0; N = NO;
tt = [t]; NN = [N];
for i=1:3

t=1t+ Dt; N = (r*Dt + 1)*N;
tt = [tt t]; NN = [NN NJ;

end

plot(tt, NN);

Tilnaermet Igsning til differentialligning
» Differentialligningen som beskriver en per capita vakstrate r:
1 dN dN
Nde ~ " T a T
» Vi kender den eksakte Igsningen fra tidligere: N(t) = Npe'™ .
» Stykvis linezr tilnaermelse er givet ved den rekursive formel:

rN(t) .

N(t+At) ~ %At—kN(t) — () AEEN(E) = (FAE+1N(E) .

» MATLAB eksempel:
NO = 50; r = 0.5; Dt = 0.3;

t =0; N = NO;
tt = [t]; NN = [N];
for i=1:3/Dt

t=1t+ Dt; N = (r*Dt + 1)*N;
tt = [tt t]; NN = [NN N;

end

plot(tt, NN);

Tilnaermet Igsning til differentialligning

» Differentialligningen som beskriver en per capita vaekstrate r:
1 dN dN
Nde ~ " T ar T

» Vi kender den eksakte Igsningen fra tidligere: N(t) = Npe™ .

» Stykvis linezr tilnaermelse er givet ved den rekursive formel:

rN(t) .

N(t+AE) ~ C;—l;/At+N(t) — () AEEN(E) = (FAEFLN(E) .

250

N(t + At) = (rAt + 1) N(t)
= = =N(t) = NO exp(r t) Pd
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Tilnaermet Igsning til differentialligning

» Differentialligningen som beskriver en per capita vaekstrate r:

1 dN dN

—— = — =rN(t) .

Na ~" T g N
» Vi kender den eksakte Igsningen fra tidligere: N(t) = Npe™ .
» Stykvis linezr tilnaermelse er givet ved den rekursive formel:

N(t+At) ~ Z—IXAHN(t) = rN(t)At+N(t) = (rAt+1)N(t) .

250

N(t + At) = (rAt + 1) N(t)
= = =N(t) = NO exp(r t)




Tilnaermet Igsning til differentialligning

» Differentialligningen som beskriver en per capita vakstrate r:
1 dN dN
Nde ~ " T e

» Vi kender den eksakte Igsningen fra tidligere: N(t) = Npe™ .

» Stykvis linezer tilnaermelse er givet ved den rekursive formel:

rN(t) .

N(t+At) ~ ﬂAHN(t) = rN(t)At+N(t) = (rAt+1)N(t) .

dt

» MATLAB eksempel:
NO = 50; r = 0.5; Dt = 0.03;

t =0; N = NO;
tt = [t]; NN = [N];
for i=1:3/Dt

t=1t+ Dt; N = (r*Dt + 1)*N;
tt = [tt t]; NN = [NN NJ;

end

plot(tt, NN);

System af differentialligninger som matrixligning

» Et homogent system af 1. ordens differentialligninger kan

skrives: d
X
— =Ax .
de X
» Eksempel:
% = 4X1—2X2
% = =-3x1+x
skrives
i X1 . 4 -2 X1
dt | | | =3 1 Xo
eller

Tilnaermet Igsning til differentialligning

» Differentialligningen som beskriver en per capita vaekstrate r:
1 dN dN
Nde ~ " T ar T

» Vi kender den eksakte Igsningen fra tidligere: N(t) = Npe™ .

» Stykvis linezr tilnaermelse er givet ved den rekursive formel:

rN(t) .

N(t+AE) ~ %’;’Amv(t) — () AEEN(E) = (FAEFLN(E) .

250

N(t + At) = (rAt + 1) N(t)
= = =N(t) = NO exp(r t)
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Eulers metode for systemer af differentialligninger

» Eksempel:
Xm i
— = 3d11X1 + d12X2
dt
dxo n
— = a21X1 T+ axnx2 .
dt

» Omskrevet til rekursive formler ved Eulers metode:

d
xi(t+ At) = %At + x1(t) = (a11x1(t) + a12xa(t)) At + x1(t)
= (a1l + )xq(t) + anpAt xo(t)
dx:
xo(t+At) = d—:At +30(t) = (a1 (t) + az2xa(t)) AL + xa(t)

=  anAt Xl(l') + (aggAt + 1)X2(1.') .



Eulers metode for systemer af differentialligninger

» Eksempel:
dX1 +
— = a11x1 + aix
P 11X1 12X2
dX2 +
— = ayx1+ apxe .
P 21X1 22X2

» Omskrevet til rekursive formler ved Eulers metode:

X1(t+Al') = (allAt+1)X1(t)+312AtX2(t)
X2(t + At) = azlAtxl(t) + (azzAt + 1)X2(t) .
Pa matrixform:

Xl(t-l-At) . a1tAt+1 appAt Xl(t)
Xg(t—i-At) | an At anAt+1 Xg(t)

eller ganske enkelt
x(t + At) = (AAt + Dx(t) .



