Modellering og programmering.  Linezer algebra

1.4. Linezr afbildning

Urrum R" Billedrum R™

Givet: mxn matrix A. m-vektoren y
11T, + apre +- - + apx,

y— Az — 2171 + A2 + -+ + A2,y

Am1T1 + Q2o + -+ + Gy

er billedet af n-vektoren x.
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Linearitets-betingelse:

Alau + fv) = cAu + fAv foralle a,f€R, u,veR".
Opfyldt. Fglger af regneregler for vektorer og udtrykket for Awx .
Specielt: A0 = Opy

Naert beslaegtet:  Affin afbildning: y = Ax +b hvor b er en m-vektor.
Opfylder ikke linearitets betingelserne hvis b # 0

Eksempel. m=n=1. y=ax+0b beskriver en ret linie.
Affin afbildning fra R ind i R.

Hvis b = 0 er det en linezr afbildning; linien g&r gennem (0,0).
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a11r] + apxe + -0 + a1y

a91T1 + ATy + -+ + a7,
Ax = Brug regneregler for vektorer

Am1T1 + Ama®2 + - -+ + Qppln

ary @12 A1n

a21 22 A2p,
= 1 + X2 ety

Am1 Am2 Qmn

= $1A:71 + x2A:?2 +- 4+ an:;n,

y = Ax er en linearkombination af sgjlerne i A med koefficienterne z1, ..., z,

Sgjlerne i A udspander billedrummet (column range)
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Ax =0 hvis £=0.
Findes der egentlige (nonzero) vektorer som afbildes i 0 7

1A 1+ 22A 0+ +1,A ,=0

H

Antag fx x1 #0. Sa er

Dvs A. ; er en linearkombination af de gvrige sgjler i A.

Sgjlerne siges at veere linezert afhaengige.

Hvis Az # 0 for alle & # 0, er sgjlerne i A linezrt uafhangige.
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Eksempel 1.16. Hvis A. ;= 0, sa er sgjlerne i A linezert afhaengige: Med z), = 1 og alle andre x; = 0
fas Az =0.

To egentlige vektorer u og v er linezrt afhaengige hvis og kun hvis de er proportionale; dvs hvis der findes

et tal [ saledes at u = fv.

123 1 0
4 5 6 21 =10
78 9 1 0

Hver sgjle i matricen kan skrives som en linearkombination af de to gvrige sgjler:

() a1 ane

Hver af 3x2 matricerne har linezert uafhaengige sgjler.

[S]

Q-
ot
Q-

A:.R =

=1

=1

ol rolm
oo Ut N
o o W
Y
— N
S~——

Modellering og programmering.  Linezer algebra 15
1.5. Basis og koordinater
Eksempel 1.17. Geometriske vektorer i planen. -

En egentlig vektor, fx 71, udspaender en linie.

— —
To linezert uafhaengige vektorer, fx b og b, ud-

.
spander hele planen. Dvs enhver vektor 7" i planen ,

— —
kan skrives som en linearkombination af b, og b o:

| =
= - 1
T =& b1 +d2by . ’in?]Z

Generaliserer: Hvis man har n linezert uathaengige vektorer i R”, by, by, ..., b, siges de

at udggre en basis for R", og enhver n-vektor @ kan skrives
x = T1b; + Tobo+ -+ T,b,

Koefficienterne {Z;} kaldes koordinaterne for & mht basen by, by, ..., b,.
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Kan skrive @ = BZ , hvor B = <b1 by

Givet basis B og koordinaterne & mht denne basis.

bn>.

vektoren ved en linezr afbildning med matricen B.

Inverse problem: Hvad er koordinaterne for en given & mht basis B 7

Nemt hvis {b;} er ortogonale: b b; =0 for i #j

bix =1 (byby) +- -+ (biby) + -+, (bib,) = &), (b by)

. = (bfx) / (bibr) .

Endnu nemmere, hvis {b;} er ortonormale, dvs

ortogonale og hver af dem har normen 1

" 0 hvis i#7,
blb;, =
1 hvis i=j.

A _ 3T
Da: 7, =b,x
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Eksempel. Den szdvanlige basis i R" er vektorerne ey, e, . .

0 0
, e3=10
0 0 1
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Der gzlder derfor x =1I% .

.,e, hvore; =1, ;. FxiR?

Koordinaterne mht den sadvanlige basis er lig med elementerne i vektoren.

el,...,e, er ortonormale. | R? er det generelle

udtryk for ortonormale basisvektorer

Cos v —sinv
b= . ; by =
Smuv Ccosv

Check: b]sz = —cosvsinv + sinvcosv = 0,

bij] =costv+sin®v=1, j=12

16

x fremkommer fra koordinat-
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2. Linezre ligningssystemer pp 17 - 19

Eksempel. | et leegehus er der en dag i starten af oktober blevet foretaget 23 influenza-vaccinationer.

Patienterne betalte i alt 3450 kr. Hvad er prisen pr vaccination ?

23x = 3450

3450

1 linezer ligning med 1 ubekendt.  Lgsning: z = % =150 .
Generel linezr ligning med 1 ubekendt: ar=">
hvor a,b € R er kendte.

b
Hvis a # 0 er der en éntydig Igsning o = —

a
Hvis a=0,s8 b=0: Uendeligt mange Igsninger, (NaN i MATLAB)

Ellers : Ingen Igsning. (Inf eller -Inf i MATLAB)
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Eksempel.  Calculus side 523. Hvert individ af

dyreart 1 spiser 5 hhv 3 enheder af fodertype A hhv @)
B pr dag. De tilsvarende tal for dyreart 2 er hhv 2 og 400 1
4. Hver dag bruges 900 enheder af fodertype A og
960 enheder af fodertype B.
Hvor mange individer er der af de to arter ? 2007
A: 5x1 + 2x5 = 900
B: 3x1 + 4x5 = 960 | -
0 100 (1)

2 linezre ligninger med 2 ubekendte.

Hver af ligningerne beskriver en ret linie
Xo = —2.5%1 + 450, X2 = —0.75x1 + 240
Lgsning: Koordinater for skaeringspunkt.
—2.5x1 +450 = -0.75x; + 240 & 1.75x; =210 &  x; =120

Derefter: Xy = —2.5-120 + 450 = 150 .
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Generelt 2x2 system (side 18 — 19, Calculus side 523 — 529)

apry + ajpxe = by, . aj ap 7 by
kan skrives =
a12T1 + x0Ty = by . a21 @22 T2 by
Antag a2 # 0 og ass # 0. Som fgr
ay by a1 by ay; ag by by
To=—"2T1+— = —r1+— <& —_— - = — = —
ay2 ai2 22 22 a2 A2 a2 a2
|\/|u|tip|icér med a12a99 - (CLHCLQQ — (121(112) xry = a22b1 — a1261

Koefficienten til x; er den sakaldte determinant, det A = aq1a22 — as1ai2

anby — aizbs a11by — asby
Forudsatat det A . Sa: e By — een—= 2 2L
orudsaet a et A#£0. Sa T oA , T oA

Bemark, at txllerne er hhv  det (b A, ) og det (A:_l b)

Metoden kaldes determinant-metoden (eller Cramér's regel). Den kan generaliseres til

nxn systemer. Darlig ide at bruge den for n >2 &

Modellering og programmering. — Linezer algebra 21

Hvis det A =0, siges matricen at veere singulzer (engelsk: singular). Da:
ayy azy

ajazg —anap =0 & — = — (=8) ()

ai2 a22

De to linier har altsd samme hzldning, dvs

Enten er de sammenfaldende: Uendeligt mange Igsninger,

eller de er parallelle: Ingen Igsninger.

438} Baia

Af () : — =7

a1 Ba a22

a2

De to sgjler i matricen er alta proportionale, dvs linezrt afhangige.

Hvis sgjlerne er linezrt uathaengige, siges matricen at veere
reguleer (engelsk: nonsingular).

Daer detA#0  og systemet har en éntydig lgsning.
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Lineaert system af differentialligninger Calculus side 702 - 704

.T’l anxy+ -+ apx, + fi
= : = Az + f
a, 121+ -+ Ay + f
bruges som matematisk model for
o kemiske reaktioner i en blanding af n stoffer,
o koncentration af medicin i nyrerne. Compartment model

o klima-forandringer,

[e]

Elementerne i A og f er konstanter eller funktioner af t.
Calculus, kap. 11: A er konstant, n = 2 og systemet er homogent: f({) =0

I LA, kap. 3 vender vi tilbage til problemet for stgrre n
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