Modellering og programmering.  Linezer algebra

1.4. Linezr afbildning Repetition

Urrum R" Billedrum R"

Givet: nxmn matrix A. n-vektoren y = Ax er billedet af n-vektoren x.
Hvis sgjlerne i A er linezert uafhangige, er matricen reguler og * #0 = y #0

Inverse afbildning: Givet A og vy, find en @, som afbildes i y.
Linezrt ligningssystem Ax =y.

Nzste gang: éntydig lgsning hvis A er reguleer. Skriver = A~ 'y.
Invers matrix. A 'A=AA'=T
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3. Egenverdier og egenvektorer.

pp 41 — 59

Givet A€ R™",

Findes der en vektor v # 0 saledes at

Dvs billedvektor proportional med urvektor.

Egenvaerdi A .

Egenvektor v

Av=)\v 7

Eksempel
5 =3 Yy -1 5 =3 (2
6 —4)\2) \-2/" 6 —4)\1) 2
. 1 1
Egenlgsninger M=-1, v = <2> , =2, wvy= <1 )

Hvis Av = Av og « er et vilkarligt reelt tal, sa:
A(av) = a(Av) = a(lv) = Aaw)

Dvs aw er ogsa en egenvektor. Burde maske tale om “egen—retning”

23

24
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Av= X w=NNv < (A-X)v =0 Homogent ligningssystem.

Kun hvis matricen A — AI er singular, findes der Igsninger v # 0 .

Eksempel 3.2. n =2. Singuleer matrix har determinanten nul:

-\ .
0 = d(‘t(A - )\I) = o 2 = ((LH*/\)(CLM*/\) — 1210412
az  an—AX

= A2 — (ay1+ag)\ + anjaxn — anajs = Pa()\) Karakteristisk polynomium

Egenvaerdierne er rgdder i Py(\) . Fx A = <5 3) ,

6 —4
Py(\) = N> =X—2.  Diskriminant D = (—=1)>—4-1-(=2)=9
Redder: HE;/E, /\1:¥:71, )\2:1;—3:2

6 —3 1
A-\NI = Singuler.  6x—3y = 0, v = |2
6 —3 «

D > 0: to forskellige egenvaerdier. D =0 : én dobbelt egenvaerdi. D < 0 : ingen egenvardier.
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Eksempel 3.3. Egenverdierne for en trekantmatrix er diagonalelementerne. Fx

12 3
A = 45 AM=1, =4, I=6
6
Bevis:
02 3 -3 2 3 -5 2 3
A-\I = 35, A-XI = 05 A—-\I = -2 5 singulaere
5 2 0
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Facts (uden bevis) Eksempel 3.6. Brug af det karakteristiske polynomium, kan generaliseres til n > 2 .

1° A har hgjst n forskellige egenvaerdier A1, Ay, . . ., )\p . p<n. Bedre (mere effektiv og mindre fglsom overfor afrundingsfejl): brug

similartransformationer: A = SAS™! , hvor S er en regulaer matrix.

2° Hvis A, Ag,..., A, er indbyrdes forskellige, sd er de tilhgrende egenvektorer _ o _
. . A=SVAV'!S! = VAV  hor V =SV

V1,02, ...,V lineert uafthangige.

. . o Dvs samme egenveerdier, transformerede egenvektorer.
3° Hvis A er symmetrisk og A\; # \;, sa er v; and v, orthogonale. ¢ ¢

. . o Fordel at benytte ortogonal S : A = S AS” . Bla. bevares evt. symmetri.
4° Hvis A er symmetrisk, sd kan man valge et ortonormalt sat af n egenvektorer Y € Y

for A Kan bestemme en fglge af transformationer siledes, at de successive A-matricer konvergerer mod en gvre

o . . . X X X trekantmatrix, med egenveerdierne pa diagonalen. Bruges i MATLAB funktionen eig
5° Hvis alle elementerne i A er positive og summen af elementerne i hver sgjle er lig

med 1, sd er A = 1 en egenvardi for A.
Hvis A\; = A; og v; og v; er linezrt uafhaengige, s er
A(aw; + fv;) = a(Av;) + B(\v;) = N (av; + fv;)

Dvs enhver linearkombination af egenvektorerne er ogsa en egenvektor hgrende til den
multiple egenveerdi.
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Antag, at vi kan valge n linezrt uathaenge egenvektorer for A, vy,...,v,, og lad 3.2. Anvendelser af egenlgsninger
V = (Ul vy v Un) dvs V. ;=w; Bl.a. til fornuftigt valg af basis for R".
Sa er \ x=Vi & &=V
1
A omme tider er det meget lettere at sige noget fornuftigt om & end om « .
AV = (Ao A A v 2 VA > der er d ! ! fornufti ‘
= 1U1 2V - 17,"-777,) = =
' \ 3.2.1. Differentialligninger
n
f— — - _ AN
Forudsatningen om linezrt uafhangige sgjler i V' medfgrer, at V' er reguler, og Y=y, y0)=p. Lgsning: y(t) = Ge
V! eksisterer. Der gelder derfor System:
/o —
A = VAV (faktorisering) A = V'AV (diagonalisering) Y1 = anyr + anya+ -+ Gipln y1(0) = B
/:a/+a + e a0, 5(0) =
Hvis A er symmetrisk, kan vi valge ortonormale egenvektorer. " ) 21T 2t 2 32(0) ) &
Da er V en ortogonal matrix, og A = VAVT . '
Y1 = a1 + An2Y2 + F AnnYn yn<0) = ﬁn

Kan vi sige noget om Igsningen 7
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y(t) = Ay(t) fort>0, y0) =7
Antag, at egenvektorerne for A er linezrt uathzngige.

De udggr da en basis i R", og vi kan skrive

y(t) = g(t)vr + vy + -+ (v, = V(i)
Det fglger, at

Y'(t) = gi()vr + gtva+ -+ g (v, = VF(1)

og
git) = VAV = VHIVAV )V ) = Agt),

som skal Igses med begyndelsesbetingelsen  (0) = B =V

Simpelt problem:  for j =1,2,...,n
g;(t) = /\jg]j(t) fOI”t>O7 ﬂj<0) = 0j

Lgsning gi(t) = BieM' . j=1,2,...,n
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Eksempel 3.7. (compartment model)

—0.18 0.15 0
'(t) = t) fort>0, 0) =
y'(t) (0.024 o.27>y() y(0) <1>

Egenlgsninger for A: ;!
! -y,
\ 0.15 0.981 0804 2
= —0.15, v, = \
' o 0.196 \
06 A
—0.781
X = —0.30, wy = >
0.625 0.4
Lgsning: 02
Z/l(t) _ 870.151 _870301 N
% 4 8 R R

yat) = 0.2e7015 4 .80 :



