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System af differentialligninger som matrixligning

» Et homogent system af 1. ordens differentialligninger kan

skrives: d
X
— =Ax .
de X
» Eksempel:
ﬁ = X1 —2x
g - 2
dxo N
dt 2
skrives
i X1 . 1 -2 X1
dt| x| |0 1 Xo
eller

Differentialligninger

» Hvad beskriver en differentialligning?
» Hvordan noget andrer sig (oftest over tid).
» Tangenthzldninger langs en kurve.
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» Hvad beskriver et system af differentialligninger?
» Hvordan noget andrer sig (oftest over tid).
» Hvordan et dynamisk system udvikler sig fra et givent
udgangspunkt.

System af differentialligninger som retningsfelt

» Ved simulering finder vi systemets udvikling fra et givent
udgangspunkt.

» Hvordan kan vi illustrere udviklingen fra et vilkarligt
udgangspunkt?

» Tank pa vektoren % som en retningsvektor.

» Huvis vi tegner % for jaevnt fordelte x; og xp veerdier, far vi

dxy

? = X1 — 2X2
axp
a - X




Retningsfelter Gaet pa en analytisk Igsning

» Et system af differentialligninger knytter til ethvert punkt i » Differentialligningen
rummet ((x1, x2)-planet i eksemplet) en retningsvektor. dx _ o
» Et system af differentialligninger beskriver derfor hvad vi dt
kalder et retningsfelt. har den velkendte Igsning

» En tegning af et retningsfelt giver os en god ide om hvordan

_ at
et system vil udvikle sig fra et vilkarlige udgangspunkt. x(t) = x0e™ .

» Lad os betragte systemet af differentialligninger:

da d
= a11xy + apx X
K 11X + 21220 eller — = Ax .
= aaxit+anx dt
% — X - 2% » Kan vi gatte pa en Igsning til systemet?
T = x e » Inspireret af Igsningen til én ligning, lad os gaette pad
At
o vie At | At
x(t) = =e = ety
0= o= 2] =en,
R S hvor X\, v1 og v» er konstanter og v # 0.
Gat pa en analytisk Igsning Gat pa en analytisk Igsning
» Kan vi gatte pa en Igsning til systemet? » Kan vi gatte pa en Igsning til systemet?
» Inspireret af Igsningen til én ligning, lad os gaette pa » Inspireret af Igsningen til én ligning, lad os gaette pa
At
vie At | V1 At viert v
x(t) = —e = ety _ At 1 At
( ) [ V2e)\t :| [ v2 :| 7 X(t) B |: Vze)‘t =€ vo | eV,
hvor A, vi og v> er konstanter og v # 0. hvor A, v1 og v, er konstanter og v # 0.

» Lad os se om konstanterne kan bestemmes, sd vores gt
virkelig er en Igsning:

dx { Ve ] _ )\e,\t[ v ] — (D)

» Vi har fundet en Igsning, hvis

Ax(t) = Ax(t) .

dt | wre V2 » Huvis vi indsatter x(t), far vi
» Systemet af differentialligrljnger var et [ Zl ] _ At [ \\:1 ] ’
X 2 2
7 = Ax . - -
t hvor e* udgar, sa vi har en Igsning, hvis

» Vi har altsa fundet en lgsning, hvis
Vi

Ax(t) = Ax(t) . A -ZA[”}

V2 V2




Egenlgsninger Egenlgsninger

» Vi har fundet en Igsning » Vi har fundet en Igsning
x(t)=e v | v#0, x(t)=ev |, v#0,
til et system af differentialligninger % = Ax, hvis til et system af differentialligninger % = AX, hvis
Av = Av . Av = Av .
» Dette er praecis den sammenhang, som opstar i Leslie matrix > ) kaldes en egenveaerdi for A.
modellen, nar forholdet mellem successive befolkningstal » v kaldes den til A\ hgrende egenvektor for A.
konvergerer. D.v.s. nar > Lgsningen (A,v), vi har fundet, kaldes en egenlgsning.
N;(t) ) » Egenlgsninger siger noget om hvordan et dynamisk system vil
Ni(t—1) —A for t—oco og i=01,...,m, udvikle sig pa sigt (som for Leslie matrix modellen).
S ] ) » Egenvektorerne viser sig som tendenslinier i retningsfeltet.
hvor N; er antallet af individer i aldersgruppen i. ) ! ..
» Egenlgsninger findes ved at Igse ligningssystemet (for v # 0)

> )\ kaldes en vaekstparameter for befolkningen
(en egenveerdi for Leslie matricen). W=Av = (A—A)v=0.
> v kaldes en stabil aldersfordeling
(en egenvektor for Leslie matricen).

Eksempel: Egenveerdier Eksempel: Egenvektorer
» Egenlgsninger findes ved at Igse ligningssystemet (for v # 0) » Egenlgsninger findes ved at Igse ligningssystemet (for v # 0)
Av = Av <~ (A—)\I)VZO Av = Av o (A—)\I)VZO
» Da vi kraever v £ 0, kan vi finde A ved at Igse: > For egenvzerdien A, — 1 har vi
det(A—X)=0 .
» Eksempel: 1l vz 2 =2 Vi vi | | 2vi — 2w
= EN =
dx Vo 2 -3 Vo Vo 2V1 - 3V2
TO= 2a-—2x q _[2 2}
do vs. A= - o : . e
FO= 2a-3x 2 -3 » Huvis vi samler v'erne pa venstre side, far vi
» Determinanten er v —2vp =
2-A —2 2vi —4dv, =
det(A—Al) = det 5 32| = (2=X)(=3-))—2-(-2) . 1 2
) . o » De 2 ligninger er ens: v; = 2v, .
» Vi skal altsd Igse andengradsligningen 5
: oy — | 1]
det(A—A)=(2-A)(-3—-A)+4=(1-A)(-2-A)=0. > En oplagt lgsning er: v = [ v } - [ 1 ]
» Lgsningerne og dermed egenvardierne er A1 =1 og A\p = —2. » v=[2 1]" eralts3 en til A\; = 1 hgrende egenvektor.



Eksempel: Egenvektorer

>

| 2

Egenlgsninger findes ved at Igse ligningssystemet (for v # 0)
Av=Av & (A-A)v=0.

For egenvaerdien Ao = —2 har vi

Vi o 2 =2 Vi —2V1 o 2V1—2V2
_2|:V2:|_|:2 —3][@} < [—2v2}_[2v1—3v2}

v

v

v

Hvis vi samler v'erne pd venstre side, far vi
dvi —2vo = 0
2vi—w = 0
De 2 ligninger er ens: 2v; = vy .

. o w1
Enoplagtlgzssmnger.v—[Vz]_[2]

v=[1 2]T eralts en til \, = —2 hgrende egenvektor.

Ligevaegt og stabilitet

» Nar et system ikke aendrer sig, er det i ligevaegt.

» Et system andrer sig ikke, nar differentialkvotienten er 0.

» D.v.s. systemet

dx

P Ax
er i ligevaegt i et punkt x =X, nar Ax =0 .
Hvis det A # 0, findes kun Igsningen x =0 .
Det kan vises at det A = A1 A>. D.vis.:

(a) Hvis begge egenvaerdier er forskellige fra 0, s3 har systemet
kun ligevegten x =0 .

(b) Hvis én egenveerdi er forskellig fra 0, sa har systemet
ogsa ligevaegte forskellige fra 0 .

(c) Hvis begge egenvaerdier er 0, sd er systemet konstant
og derfor altid i ligevaegt.

| det fglgende betragter vi tilfeldet (a), hvor begge
egenvardier er forskellige fra 0.

Egenvardiernes fortegn bestemmer ligevaegtens stabilitet.

Eksempel: Egenlgsninger i retningsfelt

» Vi har fundet 2 egenlgsninger
M=Lvi=[2 1" og (la=-2v2=[1 2]")

til systemet af differentialligninger

dx 2 =2
E—Ax , hvor A_[2 _3}
» Egenvektorerne angiver e ‘ VRN

retninger pa tendenslinier

777 o

i retningsfeltet, A A ]
som skarer x =10 . 1c T

» Egenveaerdierne angiver R
systemets udvikling e e
langs tendenslinierne. e A
Positiv: vaek frax =0 . 222222
Negativ: imod x =0 . BERESNVAS ;3;/6//5

Stabilitet: Draen

» Egenvaerdiernes fortegn bestemmer ligevaegtens stabilitet.
Positiv: veek fra x =0 . Negativ: imod X =0 .
> Nar begge egenveerdier er negative: Ay < 0 og > <0 .
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Stabilitet: Sadelpunkt

» Egenveaerdiernes fortegn bestemmer ligevaegtens stabilitet.

Positiv: vaek frax =0

Negativ: imod X =0

» Nar egenveerdier har forskellige fortegn: Ay <0 og A2 >0
(eller A1 > 0 og A2 < 0).
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da

éf e = 2x1 .
axa _

da X2

Hvordan tegner man et retningsfelt i MaTLAB?
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MATLAB-kommandoen quiver tegner pile i en figur.
For hver pil skal MATLAB bruge 4 input: x, y, u og v.

» (x, y) er koordinater, som angiver pilens positionen.

> (u, v) er en vektor, som angiver pilens retning.

v

Eksempel:

quiver(0, 0, 1, 1);

v

tegner MATLAB en pil for hver kombination:

Hvis x, y, u og v er vektorer med n elementer,

x(1), y(1), u(i), v(i), hvor i er indeks fra 1 til n.

v

Eksempel:
[x y]1 =

uv =

meshgrid([-1 0 1], [-1 0 11);

ones(size(x));

quiver(x, y, uv, uv);
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Stabilitet: Kilde

» Egenvardiernes fortegn bestemmer ligevaegtens stabilitet.
Positiv: vaek fra x =0
> Nar begge egenvaerdier er positive: Ay > 0 o0g Ao >0 .

dx

dxo

dt

Negativ: imod X =0

rrrrr sz

!

!

!

s s

NN

VAUV VN N NN

\

—
-
P
-
e
e

[T A A A A A e

NNNNNNNYN Yyt S S

NN NN R N A A

oo s

N

[ IR TR TR YR R N

PPV A

N
N
N
\
\
L

[ L T S S S T T

I A A VAV

Yaravavay By R Y T U U U N N N N NN

LA A A

I A

|

/

x

N

N




