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2. Linezre ligningssystemer. Afsnit 2.1 - 2.3 | en nedre trekantmatrix L er alle e

n linezere ligninger med n ubekendte

lementerne over diagonalen lig med 0.

| en gvre trekantmatrix U er alle elementerne under diagonalen lig med 0.

Nemt at Igse et ligningssystem hvor koefficient-matricen er en trekantmatrix.

Ax =0,
Fx Ux=c
eller
; U Ty + U + - -0+ URT, = G
a1ry + a19T + - - + AT, =
1121 1272 1nTn 1 UppTo + - -+ + UsnTy = Co
91Ty + A2aTo + -+ + A2y, = by
b UpnTp = Cp
Ap1T1 + Ao+ -+ + App®, = 0, Lo . .. . ,
oL En22 e " Vi vil antage, at alle wu; # 0. Sidste ligning indeholder kun én ubekendt
Simple varianter : n=1 eller n=2. Ty = CpfUpny -
A erdiagonal:  (Ax); = ax; . @ = bifay Indseet i naestsidste ligning og flyt det kendte bidrag over pa hgjre side
A er ortogonal. Se nedenfor. Up—1,n—1Tp—1 = Cp—1 — Up—1nTn i Tp—1 = (Cnfl - unflml‘n) /unfl,nfl
A er en trekant-matrix.  Se nedenfor. Saledes fortsaxttes:
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nxn matricen @ er ortogonal hvis  Q7Q = I dvs hvis Algoritme til lgsning af Uz = ¢.  Tilbagelgsning (Back substitution)
(QTQ) — QTQ = 0 hvis 7 7& J Ty = Cn/umz
ij S 1 hvis i=7. fori=n—1,...,2,1
M.a.o: en orthogonal matrix har ortonormale sgjler. Ti = (€ = Wi Tisn = -+ = Uipn) [
end

Nemt at Igse et ligningssystem med ortogonal koefficient-matrix:

Ek 1 2.4.
Qr-b = QQx-Qb & =x2-Q"b sempe

9 3 1 T 1.6
Vi skal altsd blot multiplicere hgjresiden med den transponerede matrix. - ! o
39 T2 | = 9
3 5.1
Alternativ udledning 9 T3 g
Qr = 11Q 1 +1Q .+ - +1,Q., = b MATLAB:  x(n) = c(n)/U(n,n);
s sz e . . for i =n-1: -1:
Multiplicér pa begge sider med QT,\ og udnyt ortonormaliteten
Loy = QLb, k=12...n end

x3 = 5/3 =19,
T = (M -3.19)/2 = -16,
z; = (1.6-3-(=1.6)—1-1.9)/9 = 0.5.

1

x(i) = ( c(i) - U(i,i+1:n)*x(i+1:n) ) / U(i,i);

Lige s3 simpelt at lgse Lax =b . Fremadlgsning (Forward substitution)
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2.2. Gauss elimination
Trin1: Omform Axz =b til Ux = c med samme Igsning, «

Trin2: Lgs Uz =c (tilbagelgsning)
Omformningen sker ved en fglge af sakaldte elementar-operationer
1 Ombyt to ligninger, dvs raekker i matricen og hgjresiden.
2°  Modificér en ligning ved at subtrahere et multiplum af en af de andre ligninger.
Algoritmen er
1. Modificér ligning 2, ..., n sa x; er elimineret.

2. Modificér de modificerede ligninger 3,...,n sa ogsa xs er elimineret.

(n-1).  Modificér den modificerede ligning n s3 ogsd x,,—1 er elimineret.

Hvis matricen er regulzr, sa er alle u; # 0, dvs forudsaetningen for at bruge tilbagelgsning-

algoritmen er opfyldt.
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Til beskrivelsen (og til hdndregning) er det en fordel at indfgre en totalmatrix

(engelsk: augmented matrix)

ajp aip ... ap, | b

Az A ... G | by
T =

apl Ap2 ... QApp bn

Den i* raekke i T' repraesenterer den 7' ligning.

Eksempel.  Elementar-operation 1°

oy = 4 T_(l)Z

Ombyt de to ligninger. Vi skriver Ty, < T5. og

(o)~ () -

“~v" kan leses "har samme Igsning som".
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Eksempel.  Elementar-operation 2° Jf Calculus

by + 2w = 900 T - 5 21900
3z 4+ dzg = 960 3 41960/
3
Veelg eliminations-koefficienten  fy1 = - = 0.6 og trek €T, fra Ty . .
5
Koefficienten til den modificerede 2. ligning bliver 3—06-5=0.

Den modificerede 2. ligning erstatter den gamle.

Vi skriver Ty, « To.— lyT. (dynamisk lighedstegn) og
5 21 900 5 2 900
~ = (vle)
3 41 960 0 2.8 420

@) )

400 400

200 200
0 100 (1) 0
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Resumé:  Trinl: T = (A‘ b) ~ (U‘ c)
Trin2:  Lgs Uz =c (vha tilbagelgsning)

Trin 1: Successiv elimination af x;, fra ligning k+1,...,n

x x x x x R A e S L S NI R e S * * k| A

x x x x| x o x x x| x 0 Kx Kk K| % o * k| K 0 x A K| %
~Y ~Y ~Y ~Y

x x x x x o x x x x o o x x x o S o o * | &

x  x x x| x o x x x| x o o x x| x o 0 o x| x 0O 0 O *x|%

x : Element i aktive del af systemet

x . Element i (U‘ c)

Verktgj: Elementar-operationer, som ikke aendrer Igsningen
1 Ombyt to ligninger, dvs raekker i T'.

2°  Modificér en ligning ved at subtrahere et multiplum af en af de andre ligninger.

NB: Verdierne &ndres undervejs. a;; betegner den aktuelle verdi af (T);;
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Ad 1°  Ombytning er ngdvendig hvis ay,. =0 . Pivotering forgger ngjagtigheden
af den beregnede Igsning: Fgr nul-stilling i £'° sgjle bestemmes

pr lapa] = max{faw, - fand} -

Hvis p, > k, s3 ombyt pi° og k' ligning.

Ad2° T;.<T;.—(;T)., hvor liy. = aik/akk er den sakaldte
eliminations-koefficient. Nye koefficient til z; i den ' ligning:
Qi
a — —Lap, = 0.
A
Vi slap altsa af med bidrag fra zj .
Pivotering medfgrer, at alle [0 <1 .
Uden pivotering er der risiko for, at bidraget —/,,7";.. “drukner” informationen

i den “gamle” i* ligning.
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Algoritmisk formulering:
fork=1,2,...,n—1
find pe: - Japa| = o o
if a, . #0 then
if p.#k then T}, - T, . end
fori=Fk+1,....n
lip = ag/agy,
T,. —T;. —;T.
end
end
end

Kun hvis matricen A er singulzr kan det ske, at a,, =0 .

Daeralle ap. = --- =au =0, og vi gar blot videre til naeste sgjle.

41

42
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Eksempel 2.6.
11 1|08 9 3 1|16 ~
42 1|07 pt?) 492 107 | ta=1%
=
9 3 1|16 11 1/08) tn=3%
9 3 1| 16 ~ 93 1| 16
2 5 .1 = 2 5 —=0.1
03 5| -% | »=21]03 35
2 8 5.6 = 3 5.7
02 8] 26 ) Go=1\0 0 3| 3
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2.3. Fuldstandig Igsning pp 26 — 28
Hvis matricen A er regulzr, er alle u; # 0, og Igsningen x er éntydig.

Et singulzert system afslgres af, at en eller flere u; = 0.
Vi vil ngjes med at diskutere det tilfalde, hvor all u; # 0, bortset fra wu,, = 0.

Den sidste ligning i Ux = ¢ har da formen 0-x, =c¢, .
Hvis ¢, # 0, er der ingen Igsning.
Hvis ¢, =0, kan vi vaelge x, = «, hvor « er et vilkarligt reelt tal. Resten af Igsningen
findes som szdvanligt:
fori=n—1,...,2,1
Ti = (G — Ui 1Tip1 — 0 — Winln) [Uii

end
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Eksempel 2.8.
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Vi valgte w, =1 og derfor geelder
Aw = w]A:‘] +--+ wn—lA:.,nfl + A:,n =0

)
AZJL = _wlA:,l - er—lA:JL—l )
og dermed

Ax = fL’lAL,l +F xn—lA:.n—l + erA:,rL

(-7;1 - wlxn)A:.l + -+ (-7;7771 - wnflmn)A:.nfl .

Billedrummet for A udspaendes i dette tilfeelde af de fgrste n—1 sgjler i A.

12 3] 8 T8 9|32
(A\b>: 456/ 20| ~ o8& 2 2
78 9| 32 00 00
T3 =«
= (2 -2a)/f = 4-2a
21 =(32—-8(4—-2a)—9)/7T = «
1
Dvs T =x,+taw = | 4 |[+a| =2 |, ackR.
1
MATLAB : >>x=4A\b

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.

Results may be inaccurate. RCOND = 2.203039e-018.

x = -0.7997 U = 7.0000 8.0000 9.0000 c =32
5.5995 0 0.8571 1.7143 3.4286
-0.7997 0 0 -1.5862e-016 2.2204e-016

U(3,3) #0 og c(3) # 0 pa grund af afrundingsfejl
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Generelt har den fuldstzndige lgsning formen @ = o, + aw

hvor «v er et vilkarligt reelt tal.

Det fglger af udledningen, at Az, =b,

og w er Igsning til det homogene system  Aw =0 . w tilhgrer nulrummet for A.

N&r w,, er det eneste 0-element pa diagonalen af U, er w en basis for nulrummet.

Ax = b har en Igsning hvis og kun hvis b tilhgrer billedrummet for A.

For en regulzer matrix A € R™" galder

Billedrummet er lig med R™.
Ax = b har en éntydig Igsning for enhver b € R"

Nulvektoren w = 0 er den eneste Igsning til det homogene system Aw = 0



