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2.2. Gauss elimination

Resumé:  Trinl: T = (A‘ b) ~ (U‘ c)

Trin2:  Lgs Ux =c (vha tilbagelgsning)
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Trin 1: Successiv elimination af x;, fra ligning k+1,...,n
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x . Element i aktive del af systemet

x . Element i (U‘ c)

Verktgj: Elementar-operationer, som ikke andrer Igsningen

1°  Ombyt to ligninger, dvs raekker i T

2°  Modificér en ligning ved at subtrahere et multiplum af en af de andre ligninger.
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Ad 1°  Ombytning er ngdvendig hvis ag; =0 .

Pivotering forgger ngjagtigheden

af den beregnede Igsning: Fgr nul-stilling i £'° sgjle bestemmes

P lageal = max{lad, ... laul} -

Hvis p, > k, s3 ombyt pi° og k' ligning.

Ad2° T;.<T;.—(;T)., hvor liy. = aik/akk er den sakaldte

eliminations-koefficient. Nye koefficient til z; i den ' ligning:

@ik
a — —Lap, = 0.
Ak
Vi slap altsa af med bidrag fra zj .

Pivotering medfgrer, at alle [0 < 1.

Uden pivotering er der risiko for, at bidraget —/,,7";.. “drukner” informationen

i den “gamle” i* ligning.

Vil antage, at matricen A er regulzr < alle u;; # 0, og Igsningen x er éntydig.
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2.4. Invers matrix

Givet A€ R"™" og BeR"".

pp 29 - 32

Matrix ligning

AX =B & AX.;=B.; forj=12,...,q

Disse ¢ ligningssystemer kan Igses én ad gangen.

Samme beregninger pa elementer i A

Nok sa smart: Udvid totalmatricen (A‘ B) ~ (U‘ C)

01 -~
10/ la=3%

Eksempel 2.10. 2 3
4 5

Tilbagelgsning (emne for en opgave) giver
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Specielt interesseret i AX = I , enhedsmatricen.

Forudsatter at A er reguleer. Sa er Igsningen X éntydig.

Det er den inverse matrix, X = A",
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AA =T
Side 30 vises, at Ax
ATA =

og at ogsa

Ortogonal matrix Q: Q'Q = TI.

I

b &

x = A"'b
(Normalter AB # BA)
Qfl _ QT

FX(

Ogss QQ" = I, dvsogss Q" er ortogonal.

NB: “A~'b" skal ikke opfattes som en beregningsforskrift, men som kort

formulering af " find lgsningen til ligningssystemet Ax = b

”
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Brug x = A\ b. Det er mere effektivt og mere ngjagtigt end bade

x = (A\ eye(n)) * b

og

X

inv(A) * b
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2.5. LU faktorisering.  pp33-36

T = (A‘ b) ~ (U‘ c) opnas ved en fglge af
1° Rakkeombytninger: T}, < T

Pk»:

2° Rakkeoperationer: T, «—T; — ;T
Effekten pa kefficientmatricen kan udtrykkes ved
LU faktoriseringaf A: PA = LU

U : Den resulterende gvre trekantmatrix

P :  Opsamler rekkeombytningerne. Permutationsmatrix.

L : Enheds nedre trekantmatrix, dvs (L);; = 1.
Eliminationskoefficienter i strengt nedre trekant.

(L), «— iy, . Skifter raekke hvis efterfglgende p; > j.
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Eksempel 2.16 — 2.17.

123 ~ 78 9
m=3 .
A=1456 g |0 28
b=t |00
789 0§ 1
5317% T
~ 78 9

p=3 o2 =-U
[321% 00 0

Nu skal “ ~ " laeses "omformes til”.

P fremkommer fra I nar den underkastes de samme rackkeombytninger

100 001 001
010 =3 010 Py =3 1 00| =P.
001 100 010

P er en ortogonal matrix; p'l=pP".

L I
= = O
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Hgjresiden b optraeder ikke i faktoriseringen, men

Ar = b & PAx = LUx = Pb
Kan Igses i to trin

1° lgs Lec = Pb (Samme ombytninger i hgjresiden. Fremadlgsning)
2° lgs Ux = c (Tilbagelgsning)

Eksempel 2.21. Hvad koster det 7 Traditionelt ngjes man med at telle antallet af flops (floating
point operations), dvs simple aritmetisk operationer.

Beregning af LU faktoriseringen koster (% n® — %nQ - % n,) flops . For store n dominerer det fgrste

led, og vi ngjes med at medtage dette.

PA=LU lgsn. af Le = Pb|lgsn. af Uz =c|y = Az| A' |

til beregning af in n? n’ 2n? o3 ‘

Ca antal flops

Modellering og programmering. — Linezer algebra
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2.6. SPD systemer pp 36 — 40

A er SPD hvis den er symmetrisk : AT =A dvs a;j = aj;
og positivt definit : ' Az >0 forallex #0
Eksempel 2.22. A=FTF hvor FeR™". (Normalligninger)

A er symmetrisk: AT = FT(FTYT = FTF = A
Hvis F' har linezert uathangige sgjler, saer y = Fa #0 hvis * #0, og
2’Ax = 2" F'Fe = y'y = ¢+ +y2, >0 Aerspp

Rakkeombytninger gdelaegger symmetrien. Undlad pivotering. Kan vises, at det ikke
gdelegger ngjagtigheden. Dvs P=1 og A=LU
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Eksempel 2.23.

4 12 -8 16 ~ 4 12 -8 16
12 45 =33 66| =3 |0 9 -9 18 P ~
,32:—1
—8 =33 41 30| Gi=-2]0 -9 25 62 o — 9
42 —
16 66 30 502 ly =4 0 18 62 438
412 -8 16 4 12 -8 16
0 9 -9 18 ~ 0 9 -9 18
o - U
0 0 16 80| fws=5 0 0 16 80
0 0 80 402 0 0 0 2
© Symmetri bevares. Regn kun pa halvdelen. %n;z flops.
1 4 13 =24
31 9 1 -1 2 .
L = . U = = DL
-2 -1 1 16 15
4 251 2 1

@
=1
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Generelt for en symmetrisk matrix: LDL faktorisering : A = L D LT
Bgr kun bruges hvis A ogsa er PD. Er den det 7

L7 har lineert uafhaengige sgjler og derfor er gy = Lz £ 0 hvis x # 0.
z'Ax = 2’ LDL"x = y"Dy = dyy +doys + -+ duy?
M.a.o: A er PD hvis og kun hvis alle  d; >0 dvsalle wu; >0

Stop beregningerne hvis man mgder en  wu; < 0.  Sa skal man begynde forfra med

den generelle metode med pivotering.

Asp: A= LDL' - (LDV)(D"L") - cc”
Cholesky faktorisering. Beregnes normalt uden omvejen via LDL faktoriseringen.
C' er en nedre trekantmatrix.
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Az = b & CC'z =1b

Lgses i to trin

10
20

lgs Cz = b (Fremadlgsning)

lgs C'z = z (Tilbagelgsning)

Eksempel 2.27 — 2.28. MATLAB : Bruger A = R'R R = C". Qvre trekantmatrix.

x=A\Db

Metoden afhaenger af A:

10
20

30

Hvis A er en gvre (nedre) trekantmatrix, bruges tilbage- (fremad-) Igsning.

Hvis A = AT forsgges Cholesky faktorisering. Hvis det lykkes, bruges C' til at Igse systemet.

Ellers startes forfra med den generelle metode.

Generelle metode: Beregn LU faktoriseringen af A, og brug den til at Igse systemet.



