Modellering og programmering. — Linezer algebra

3. Egenvardiproblemer  Av;=\v;, j=1,2,...,n
Antag, at vi kan veelge n linezrt uathaenge egenvektorer for A, vy,...,v,, og lad
V = (m vy - U,,,) dvs V. ;=
Sé er
A2
AV = (awor dows Ao ) =V ~ VA
)\n

Forudszetningen om linezrt uathaengige sgjler i V' medfgrer, at V' er regulzr, og

V! eksisterer. Der geelder derfor

A = VAV (faktorisering)

Hvis A er symmetrisk, kan vi valge ortonormale egenvektorer.

Da er V en ortogonal matrix, og A = VAVT
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3.2.3. PageRank i Google

Fundne links sorteret efter deres “vaerdi”

Simulerer opfgrslen af en surfer pd nettet.

Side i har PageRank p;,. “Nedarves” til bgrnene —

lige meget til hver.

n sider. nxn matrix H, hvor sgjler repraesenterer
“forzldre” og raekker repraesenterer “bgrn”.
Alle elementer lig nul, bortset fra h;; = 1/¢;, hvor

side ¢ er barn af side j, som har ¢; bgrn.

Side 2 er barnlgs. Hzngende (dangling) side. Kan

ikke komme videre derfra.

Surfer: Velg tilfeldigt blandt alle sider.
H modificeres til § med S, ; = %e hvis ¢; =0

O O O NN O

o O O o o O©

O O wi= O Wi Wi

== O O O O

A = V'AV (diagonalisering)
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Bemaerk, at alle s;; > 0 og i alle sgjler er sy;+---+s,; =1. Matricen opfylder

betingelserne i Fact 5° (s. 44), og har derfor A =1 som en af egenvardierne.

Surferen vil ikke hele tiden fglge et link fra den aktuelle side. Somme tider valges en

ny side tilfeldigt. Antag, at dette sker med sandsynlighed 1 —a hvor 0 <a <1, og
at alle sider har sandsynlighed l for at blive valgt.

n

. . -«
Dette modelleres ved at S andres til Google matricen G = oS+ —F
n

11—« 11—«
Ogsa G har A=1: gj=asj+—>0, gij+ - +gj=a1+—n=1
n n
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Nu til PageRank: Den i'° side arver g;;p; fra den j' side, og far i alt
gap1+ Gip2 + -+ G = pi, t=1,2,....n

| matrix-vektor notation Gp =p

PageRank vaerdierne er altsa elementer i egenvektoren hgrende til egenvaerdien 1.

Resultat afhaenger af a , men ikke ret meget

al 05 | 06 | 07 | 08 | 09 Q) o
0.116 | 0.102 | 0.085 | 0.064 | 0.037 \ /

0.145 | 0.133 | 0.115 | 0.090 | 0.054 \

p | 0.124 | 0.111 | 0.093 | 0.071 | 0.042 @—’>
0.176 | 0.181 | 0.187 | 0.195 | 0.206 ﬂ
0.199 | 0213 | 0.230 | 0.254 | 0.286 (s ——(s)
0.239 | 0.262 | 0.290 | 0.326 | 0.375

Enighed om, at de tre gverste links skal vare til side 6, 5, 4.
Google bruger a = 0.85 (7)
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Eksempel 3.11.  Problem: n > 10 . Umuligt at beregne egenvardierne for G .
A =1 er den numerisk stgrste egenveerdi for G. Brug potensmetoden :

Valg pll . Beregn pil = GpFl, k=12 K

PP vil vaere en tilstraekkeligt god tilnarmelse til p.

Mere end 10% elementer g;;, som alle er forskellige fra nul.

H :  sparse matrix, ngjes med at lagre ikke-nuller, (4,7, h;;) . Overkommeligt.

S :  Behgver ikke at lagre S.; = %e for "hangende sider”. Fuld information, hvis vi gemmer
j-vaerdierne. Sz = Hx + %e

Gz = oSz + L= ae e’z = aSxz + L= (}'e , idet vi sgrger for, at e = o4+ Fa,=1
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4.3. Singulaer vaerdi dekomposition (SVD)

mxnmatix F, m>n. F = UXVT

U = (u1 Uy - u,,) , hvor {u;} er ortonormale m-vektorer.
Venstre singulaere vektorer

V = (vl vy v v,L) , hvor {v;} er ortonormale n-vektorer.
Hgjre singulaere vektorer

3 n x n diagonal matrix

g1 . . °
De singulzere veerdier {0} er ordnet sa
09 X
Y= . 012092 -2>0,>0,
Up+1:"':Un:O
On
Sgjlerne i V' udggr en ortonormal basis i R".
Hvis vi supplerer sgjlerne i U med w,.1, ..., u,;, som er indbyrdes ortonormale og

alle er ortogonale med wu;, ..., w,, haves en ortonormal basis i R™
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Bru lerr F =USV' = ) 3 z
g regneregler: = = 01U V] + 02UV, + - -+ OpU,Y,

viv; =0 for j#k og 'UJTUJ- =1 medfgrer

Fv; = oju; simpel sammenhang mellem basisvektorer i de to rum
Vpil, ..., Up udggr en ortonormal basis for nulrummet  for F
Ui, ..., Uy udggr en ortonormal basis for billedrummet for F

Vilkirlig z€R": X = V& < & = Vi
Fx =UXV'z = UXZ = o151u; + oodioug + - + 0,7pu,

Mindste kvadrater:  m-vektor y = ¢+7 , hvor § er komposanten i billedrummet:

Y =nhuwmt--+Hu, Yy = UT’y

’U,?y/O'] j:172/ap

T =Vz med Z; =
Q; j=p+1,....,n. Vilkairlig «;
lzl = |z . a; =0 giver minimum norm Igsning
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Eksempel 4.8. Kvadratisk system Az =y med singulaer matrix

123 8
A= [456], y = |20
789 32
0.215  0.887  0.408 16.848 0.480 —0.777 —0.408
A=UxV" = [ 0521 020 —0816 1.068 0.572 —0.076  0.816
0.826 —0.388  0.408 0 0.665  0.625 —0.408

T
Nulrum udspaendes af v ~ (1 -2 1)

38.573
g =UTy = | —0323 | . 1y ligger i billedrummet
0
Minimum norm Igsningen er @5, = (% % %) . |@min =~ 2.309

x = A\y giver en advarsel om singulaert system og afleverer x =~ (70.800 5.600 70.800>

||| ~ 5.713. Dergelder @« = &y + 5.225v3
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Anden brug af SVD:
Principal component analysis (PCA)

F = alulvlT + oguwg +ot Unun,vg
01> 09 > -+ Vviser, at jo stgrre j, jo mindre bidrager uj'v]T til F
Tilnermelsen F ~ F; = I T I'— v,z vl
~ E = O1U1V] + 02UV + -+ F OpULY, = g2 Vi

vil i visse tilfeelde indeholde stort set al relevant information i F

Eksempel 4.11. Bruges bl.a. i sundhedsundersggelser til at finde ud af, hvilke kombinationer af parame-

tre (fx alder, vaegt, rygevaner, ...), der er bedst til at beskrive variationer i observerede data.

| spgemaskiner som Google kan der vaere en rakke i F' for hver side, og en sgjle pr muligt sggeord. Der

geelder m > 10'° og n og k er maske 50 000 og 200.

En given forespgrgsel udtrykkes ved sine koordinater @ mht sggeordene, og vi finder denne vektors
koordinater mht V', . De koordinater som er stgrre end en vis teerskelvaerdi, udpeger “hits” via de

tilsvarende



