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4. Linexre mindste kvadraters problemer  pp 55 - 60

Eksempel 4.1. Malt leengden ¢; for forskllige belastninger p; af en fjeder.
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Punkterne ligger omkring en ret linie ¢ = xy+ z9p (Hookes lov)

@Dnsker at bestemme parametrene xp og X2

Data fitting: Givet (t1,1), (t2,¥2),-- -, (tn, Yn) , SOm antages at opfylde

Y =YI(l;)+¢e ,hvor Y :R— R erenvis "baggrunds-funktion” og {e;} er “stgj’,
fx malefejl.
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Videre har vi givet (eller valger) en fitte model
M(z,t) = x1fi(t) + z2fo(t) + - + 2o falt)
hvor {f;} er kendte funktioner og n <m . Ofte n < m .

Vi gnsker at bestemme parametrene {x;} , dvs n-vektoren @, s M(x,t) er den
“bedst mulige” tilnaermelse til Y (¢) iintervallet min{¢;} <t < max{t;}

“Bedst mulig” 7 Udnyt tilgaengelig information.
Residuer — ri(x) = y; — M(x,t;)
= yi — (@filti) + z2folti) + - + 2 fulti)
Mindste kvadrater: Bestem &, det saet parametre, som minimerer kvadratsummen af

residuerne, dvs minimerer funktionen () = 7i(z)? + ro(x) + - + ()’

Udnytter at parametrene optraeder linezrt :
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Y1 filt)zr + folt)za + - + fulti)z,
1 to)xy + follo)we + -+ + fu(t2)x
’l"(([f) _ y.2 _ fl( 2) 1 f2( 2) 2 frl( 2) n _ y—Fw
Ym fl(tm)-rl + fQ(tm)xZ +- + fn,(tm)zn

hvor F' er m X n matricen

filty)  falt) o falty)
filta)  falta) - fulte)

F = _
fl(tm) f2<tm) e fn(tm)
Eksempel 4.2. Fjeder problem. Last omdgbes fra 7.97 1 0.8
ptilt. M(x,t) =z, + 2at, dvs 10.2 1 1.6
[l =1, ht)=t y=| 142, F =124
16.0 1 32
21.2 1 4.0
Vi vil forudsatte, at sgjlerne i F' er linezert uafhaengige
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Eksempel. m = n : F er en kvadratisk, reguler (iflg forudsatningen) matrix, og  7(x) = 0 (og

dermed o(x) =0)for & = F 'y, dvs Igsningen til det linezere ligningssytem Fx =1y

Hvis m > n kan vi normalt ikke finde en , som opfylder alle ligninger i det

overbestemte system Fx =1y

Eksempel 4.3 — 4.4. m =3, n = 2. Alle
vektorer z = F'x ligger i billedrummet for F, som
er planen udspeendt af de to sgjler i F'.

Pytagoras :  @(x) = |r(z)||* er mindst, ndr =

er vinkelret pa billedrummet
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7 =y — F& ortogonal til alle sgjleri F: Fl(y—F&) = 0 &
Normalligninger : (FTF)a”r: = Fly

Tidligere vist: n X n matricen A = F'F ersrp: symmetrisk og positivt definit.
Kan udnyttes til at vise, at Igsningen til normalligningerne faktisk minimerer ¢ :

r(@+u) = y— F(&+u) = #— Fu . Fli=0

- ~ T/~
o(@+u) = (#— Fu) (# — Fu)
= P Fu—u'F'#+u'F'Fu
= i+ uTAu > 717 hvis u # 0
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Eksempel 4.5. Fjeder

7.97 1 08 5 12 1 69.57
10.2 116 (12 35.2) (z) - (192.77@) ’
y = | 142 |, F= 11241,
16.0 1 32 R 4.2360
21.2 1 4.0 v <4.0325>
Dvs M(&,p) = 4.2360 + 4.0325p er den bedste model i mindste kvadraters forstand
l
20+ - i
15+ * .
101 . 1
5r i
S S—
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Eksempel 4.6. Koncentration af medicin i nyrerne.

Compartment model Y (t) = ¢;eM! Aol

+ €
Hvis vi kender A; og o, er
M(z,t) = TN 4 et

en god fitte model. Fittet er beregnet med
A1 = —0.15, Ay = —0.30 , og mindste kvadraters

Igsningen er ; = 1.006, 2o = —1.011 0

Hvis vi ikke kender A; og Ay, kan vi bruge fitte modellen
M(z,t) = 21" + w9t
Ulinezer model. Bestemmelsen af & er et af emnerne i kursus 02610 Optimering og data fitting

MATLAB: Data i sgjle-vektorer t og y . lam = [-0.15, -0.30] (raekke-vektor)
F = exp(txlam); xh =F \y
xh indeholder mindste kvadraters Igsningen.

Hvordan beregnes den ! (Ikke via normalligningerne)
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4. Linexre mindste kvadraters problemer pp 61 - 66

Givet m-vektoren y og m x n-matricen F (med n < m). Sgger &, den x , som

minimerer ||y — Fz|| . Samme vektor, som minimerer
2 2 T 2 2 2
ly = Fz|” = [[r(@)|" = r(z) r(@) = r(@)” +r(x)” + -+ rm(x)

Eksempel. Data fitting. 2
Givet (male)punkter ({1, 1), (t2,42), - -y (bins Ym) _ _ﬁf’ﬁied Ps‘
og linezer fitte model 1:\

Mz, t) = @ifi(t) + 22fo(t) + -+ + 2 full) 10

ril) = yi— M(z,t;) = yi— Fi.x, \
idet  (F);; = f;(t:) 5 N
Figur: Lys-intensitet i optisk fiber efter afbrydelse af 0 TP o
lyskilden. Fit med 6. grads polynomium,

L) =1, folty=t, ..., fr(t) =1 S 5 10 15 20 2 30 35
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Mindste kvadraters Igsningen kan findes via Normalligningerne : (FTF) & = Fly.
Mere ngjagtige beregninger via

4.2. QR faktorisering. Kan bestemme en ortogonal matrix @ = (Q Q )

sa

n n m—-n n

Lineaert uathangige sgjleri F' < aller; #0. Forudszttes
F = QR er gkonomiudgaven af QR faktoriseringen.

Sgjlerne i Q er en ortonormal basis for billedrummet for F'
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Vilkarlig ortogonal Q :  ||Qr|* = 'Q'Qr = r'r = |r|?

Dvs min||r(x)|| for samme x som min ||Qr(x)]||

Brug Q" fra QR faktoriseringen: F = Q (1()%) = Q'F = (1;)

Q'r(z) = Q'(y—Fx) = QTy— (R) z

[
Q'y

AT
Minimum || Q"7 (z)|| = ||r(x)| for & bestemtved RE = Q y
Hvis forudseetningen er opfyldt, er R reguler, og & éntydig

2
AT =T
= |Q y— R’ +1Q yl?
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Eksempel 4.7. MATLAB
x=F\y
beregner Igsningen via QR faktorisering af F'
[Q, RR] = qr(F)
. R .
returnerer hele Q og m X n matricen o R = RR(1:n,:) giver R

[Qh, R] = qr(F,0)
giver gkonomiudgaven @ og R
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