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Graenseveaerdier for talfglger

» En talfglges graensevaerdi for n — oo findes ved indsaettelse af
stgrre og st@rre n i a,.

» Formelt er a graenseveerdi for talfglgen {a,}, hvis der til
ethvert € > 0 findes et N € N, siledes at

la—an <e forallen>N .

» Vi skriver a, — a for n — oo eller lim,—s an = a.

» Eksempler pd graenseveerdier:
» Gransevardien for fglgen {a,} med a, = (n+1)"Ler
1

li =0
anoo n+1

» Gransevardien for fglgen {a,} med a, = (—1)"" er

ikke eksisterende .

Hvad er en talfglge?
» Vardierne af en funktion f : N — R opstillet i raekkefglge.

» Sattes a, = f(n), skrives talfglgen som
ap, d1,d2, ...

eller kort som {a,}.

» Eksempler pa talfglger:
» Fglgen {a,} med a, = (—1)"*1 er
—1,1,-1,1,-1,...

» Fglgen {a,} med a, = n? er

0,1,4,9,16,...

Regneregler for graensevaerdier

» For 2 talfglger {a,} og {b,} antages det, at graensevaerdierne
lim;_—oo an 0g lim,_oo by eksisterer. Da gzelder fglgende regler.

» Granseverdier opfylder linearitetsbetingelserne:

lim (an + bn) lim a,+ lim by,
n—oo

n—oo n—oo

lim (cap) = c lima,, hvorceR
n—oo n—oo

» Andre regneregler for graensevaerdier:

lim (apb,) = ( lim a,,) ( lim b,,)
n—oo n—oo n—oo
. an limp—o00 an o .
lim — = ———— | séfremt lim b, #0
n—oo by, limp—o0 bn n—oo



Graenseveerdier for rekursive formler Eksponentiel vaekst

» En vaerdi X kaldes et fikspunkt for en funktion f, hvis
» Eksponentiel vaekst er givet ved

x=1f(%) .
_ t
» En talfglge {a,} kan beskrives rekursivt ved Ne = NoR"
ag=c, apy1="(an) . hvor R er vaekstkonstanten og Ny er befolkningens stgrrelse til

tiden t = 0.

» Hvis fglgen {a,} er konvergent, ma graensevardien a for . .
algen {an} & & » Den rekursive formel for eksponentiel vaekst er

fglgen veaere et fikspunkt for funktionen f.

» Fikspunkter findes ved Igsning af ligningen a = f(a) Nes1 = RN, .
» Huvis |f'(a)| < 1, er a en graensevaerdi for {a,} for passende
begyndelsesvaerdier c. » Forholdet mellem foraeldre og afkom er altid konstant for
» Eksempel: Fikspunkter for fglgen {a,} med a1 = /3a, er eksponentiel vaekst: N )
a =0 og a = 3. Graensevardien er t_ -
Nt+1 R
lim a, =3, idet (\/3‘3), = éi . » For en voksende befolkning er forholdet mindre end 1.
n—oo ’ 2 \/5
Begraenset vaekst Kaotisk vaekst

» | omgivelser, som har en kapacitet til at huse K individer, er

forholdet mellem forzeldre og afkom ikke konstant. » Vaxkstkonstant R og kapacitet K er 2 parametre, som ofte

» | stedet er forholdet en ret linie, sd befolkningen aftager, hvis bruges til at formulere vaekstmodeller.
den overstiger kapaciteten: » Vakstmodeller som beskriver kompliceret dynamik:
N, 1 . 1— 1/RN > Den logistiske ligning:
Nee1 R K N
el Nt+1:Nt<1+R(1—Kf>)
» Omskrevet til en rekursiv veekstmodel:
y RN, > Rickers logistiske ligning:
t+1 = T R1 - :
1 + %Nt Nt+1 = NteR(liN?) .
» Denne formel kaldes Beverton-Holt modellen og den kan » Disse modeller bruges i vidt omfang til at beskrive
bruges til at beskrive begraenset vakst. mikro-organismers vakst.

» N = K er fikspunkt og graensevaerdi for Beverton-Holt
modellen.



Ubestemte Udtryk L'Hospitals regel

» Antag at f og g er differentiable funktioner.
» Ubestemte udtryk optraeder, nar vi prgver at finde en » Antag endvidere at
gransevaerdi, men far en af fglgende resultater:

lim f(x) = lim g(x) =0

0 00

X—a X—a

-, —, 0-00, 00— 00, 00, 1°°,  el.lign.

0 o eller

> Eksempler: )I(ina f(x)= )I(inag(x) =00 .

. 1—cos?x o Inx X3 -3x+1 » Da galder

lim =X i X iy X T

x—0  sinx x—00 X x—00 3x3 — 2x2 f'(x) (x)

lim =L = lm =L

— / — -
lim xInx, lim (x—\/x2+x>, lim x* . x—a g'(x) x—a g(x)

x—0t X—00 x—07t

» Med andre ord: Vi kan bruge differentiation til at finde
gransevardier for ubestemte udtryk.

Eksempler Anvendelse 1: Muskelkontraktion
» Calcium udvekslingsmodel som beskriver pattedyrs
1— cos? x 2 cos x sin x hjertefunktion [Manring and Hollander 1971].
x“LnosiT - )!L%T - x“Lno2SinX =0. » Modelleres pa celleniveau med en 2-rums model, hvor n; og
ny er calcium stofmaengden for de respektive rum.
lim InTX = lim UTX = lim %: 0. » Fglgende medtages i modellen:

» Calcium influx pr. aktionspotentiale J;.
. X 3x 1 o 333 i 6 6 1 > g‘ilc.Mm |Inf|ux [ ?f\lllletllstand Jr- X ,
Jim e = Jm aaa = Sm e = im e =3 > Aktivt calcium efflux jig = any, hvor a [0, 1].

> Intracelluleer calciumudveksling jo1 = bny, hvor b € [0, 1].

. . Inx . 1/x . .
lim xInx = lim — = lim / 5 = lim (=x)=0 . i an,
x—0t x—0t+ 1/X x—0t —1/X x—0t A

CELLE MEMBRAN

1-1+1/x 1
lim <x7\/x2+x>: Iimx(lf\/l+1x>: lim ————— = ... = — =, .
x—00 x—00 / x—00 1/x 2 " SAMMENTREKNINGS-
L N ‘ ' } MEKANISME
A
X|Ln3+x = X'HEL exp(Inx*) = Xllﬁr'(r)l+ exp(xInx) = exp (Xllg; xIn X) =exp(0)=1. bnz/
n;




Anvendelse 1: Muskelkontraktion

» Calcium udvekslingsmodel som beskriver pattedyrs
hjertefunktion [Manring and Hollander 1971].

i i an,
A

CELLE MEMBRAN

SAMMENTRAKNINGS-
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n;
‘.

bnz/

» Modellen beskrives som funktion af interval T mellem
hjerteslag.

n;

» For at male om modellen er korrekt in vitro, ma man finde
veerdier for T — oo. Her bruges |'Hospitals regel.

Anvendelse 2: Fagterapi

>
>

Anvendelse af vira som draeber bakterier [kasman et al. 2007.
For at opné effekt m& M viruspartikler angribe hver
bakteriecelle i en periode pd t minutter.
Hvis N bakterieceller har inficeret et volumen V, behgves
fglgende antal viruspartikler:
p_ MN
1 —exp(—katN/V) ’

hvor k, er absorptionsraten.

Overraskende nok skal naesten det samme antal viruspartikler
bruges til at behandle 10° bakterieceller, som til at behandle
10 bakterieceller.
Det rette antal til behandling kan derfor findes som nedre
graenseveardi (v.h.a. I'Hospitals regel):

MN mMv

lim P = i =
N0 T N0 1 — exp(—katN/V) | ths




