Modellering og programmering.  Differentialligninger 10
C, afsnit 8.2. Ligevaegte og deres stabilitet

| mange modeller for biologiske og medicinske faenomener er man interesseret i at finde

ligeveegte, dvs tilstande, hvor der er balance mellem vakst og henfald.

Hvad sker der, hvis systemet forstyrres 7 Vil det sgge tilbage mod ligevaegten ?

S3 siges ligevaegten at vaere stabil. Ellers er den ustabil.

Eksempel: Logistik ligningen N’ =rN(1—N/K) N, < K2
har to ligeveegte, N =0 og N = K.

Intuitivt er den fgrste ligevaegt ustabil, mens den

anden er stabil.

Diskussionen er kun relevant for autonome differentialligninger

/!

y = gly) for z>a, yla)=1yo

Vi veelger en startbetingelse, og derefter passer systemet sig selv.
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En ligevaegt ¢ er dbenbart en rod for g, g(y) = 0

Hvad sker der, hvis vi forstyrrer systemet fra y =9 til y=9+2 ?

Grafisk: ‘

1 1.9 3

Tre ligeveegte. Lad & vaere et lille, positivt tal. Fra grafen ser vi, at
y(1—=68) <0, ¢y (14+6)>0 : Lgsning bevaeger sig vaek fra =1
y'(1.9—-09)>0, ¥ (1.9+0) <0: Lgsning bevaeger sig tilbage mod 3 = 1.9
y(3—38)<0 , y'(3+0)>0 : Lgsning bevaeger sig vk fra § =3

Ligevaegten 3 = 1.9 er stabil; de to andre er ustabile
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Analytisk: Brug Taylors formel, g(§+2) ~ ¢(9) + 2¢'() for sm3 |z
Lo+a) = L= gli+2) = gli) +206) = Az
Udnyttet, at g(y) =0 og indfgrt A = ¢'(9))
Lgsning (= regnes fra det tidpunkt, hvor forstyrrelsen blev pafgrt)
2(z) = z(0)eM
|z(x)| aftager exponentielt. ¢ er en stabil ligevaegt.
|2(z)| vokser. g eren ustabil ligevaegt.

N 2N
Logistik ligni : N)=rN|1l1—— '(N) = 1——
ogistik ligningen:  g(N) r < K) , g'(N) r ( i )

gO)=r>0. N=0 erustabil. ¢(K)=—-r<0. N=K erstabil.
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Compartment—modeller
optraeder meget ofte i medicin mm:

8.2.2. Et compartment. Bassin med Koncentration C(y

CI cu
volumen V = V(t) . _ = —_—
Flow q Flow a,

Tilstrgmning: qr (/s oplgsning af et stof;

Volumen V/(t)

koncentration Cf g/¢

Masse bevares: AENDRING = IND - UD

_ av a(cv
Pr tidsenhed i qr —qu og (dt ) = qCr— qCy .
Perfekt blanding = Cy =C = C(t) .
d
Antag gy =q; =¢q = V er konstant og d—f = %(C, -C), C0)=0C

Lgsning  C(t) = C (1—(00/01)«3—(4/‘/)”)
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dCig

-~ _ Cr—-C) =0 ; —c
dt V< 1 ) o | o
= ¢ = CI c 0.
- e------- - - -
En ligevaegtstilstand. L--
T

Lgsning o) = ¢ (1 —(Cy/CY) ef(q/v)t)) Der galder ¢ >0, V >0
I

og derfor  C(t) — C; (1 —(Cy/Cy)-0) = C

fort — oo uanset Cj

C; er globalt stabil.

Forstyrrelse af systemet, fx ved at skifte (noget af) vandet ud. Ny Cj,.

Hvor lang tid gar der fgr ligevaegten genopnas 7 Svar: oo lang tid.
Definér 7, (“retur tid"):  C(Tg) — Cr = e *(C(0)—Cy) -+ --- Tp = V/q .
Jo stgrre V eller jo mindre ¢, jo stgrre Tk. Intuitivt korrekt.
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Princippet ANDRING = IND — UD  bruges ofte ved opstilling af modeller.

“S — 1 — R model” pp510-513. Epidemi-model. Dansk: U-S-R model
Population N(t) = St)+I(t)+R(t) = N konstant
S(t) Udsatte. Hvert individ har smitterisiko - I(t). b er en konstant

I(t) Smittede. Hvert individ har chancen «a for at blive rask. a er en konstant

R(t) Raske; immune overfor smitte

AS AR
Model S — 1 — R Al =AS—-AR
ds dR dI
E = —bIS7 E = CLI7 E = b[S—aI

Kontrol: ~ N'(t) = S'(t)+I'(t) + R'(t) = —bIS+ (bIS —al)+al = 0
System af tre samhgrende, ulinezre differentialligninger.

Skal Igses med kendte start-vaerdier, S(0), 1(0), R(0)
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S = —pIS, I =bIS—al, R =al
Forudsatter a, b, S(0), 1(0) > 0

Smitten breder sig hvis 1'(0) = I(0)(bS(0) —a) > 0, dvs hvis

bS(0
Ry = A > 1 Ry kaldes “basic reproductive rate”
a

Afhaenger af antal udsatte, S(0); hvor smittefarlig sygdommen er, b, og hvor hurtigt
man bliver rask, a. Hvis S(0) < a/b, er der ingen risiko.

as ds dt 1 b
R(t) monotont voksende. Derfor R a4 4R~ —b[S~H = _ES

Lgsning:  S(t) = S(0) e WDEO > 5(0) e~ PN ~
Antal udsatte falder med tiden, men der vil altid vaere nogle usmittede tilbage.

Fgr eller senere: S(t) < a/b,og I'(t) = I(t)(bS(t)—a) < 0, dvt I(t) aftager
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Enheder: a ~ (tid)™, b ~ (antal-tid)™!

a=1, b=0.02. R, = 0.9

a=1, b=0.02. R0 =14

| begge tilfelde N =100, 1(0) = 30
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Compartment modeller pp 501 — 503, 513 — 515, 731 - 734

N

Organismer lever af fgde. Nogle j !
organismer dgr og vender tilbage til m X
fgdelageret; andre forsvinder helt. Organismer Fadebassin

X — N
Brug ANDRING = IND — UD 1(N) X
pa hver compartment j

cX aN

dN dx

— = N, X —aN —r(N)X —
7 T+m a r(N)X , 7

Diskussionen pp 513 — 515 forudsaetter r(N) = bN , og vi far det ulinezre system
N' = N;y—aN — (bN —m)X , X' = (bN —m—c)X

Ligevaegt: N'(t) = X'(t) =0 . Opfyldt hvis X =0 og N = N;/a eller

m+c g X = bN; — a(m + ¢)
b bc

Stabil — hvis den eksisterer; dvs hvis  bN; > a(m + ¢)

= r(N)X—-(m+c¢X

N =
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Compartment model, pp 731 - 734.

Flow af fx medicin mellem forskellige I
dele af kroppe. Koncentrationer z og J,
z5.  ANDRING = IND—-UD = 4
Xl >(2
= I —(a+c)xy+bxy 6%
xh = axy — (b+d)xy LC’& jdxz

System af samhgrende linez=re differentialligninger, jf afsnit 3.2.1 i LA
Ngjes med at diskutere tilfeeldet / = 0 . Ingen ny tilfgrsel i det tidsrum, vi betragter.
o —(a+c)zy + by N —(a+c) b T\ _ A
axy — (b+d)xy a —(b+d) To

a, b,c, d > 0. Forudsaetter mindst én af dem positiv.

Ellers: Kun den trivielle Igsning ' = 0 = x = konstant
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LA: A har ingen eller to egenvardier A, Ay € R.
Rgdder for det karakteristiske polynomium

—(atc) — A b
a —(b+d) — A
Hvor 7 = —(a+b+c+d), A = det(A) = (a+c)(b+d)—ab = ad+be+cd .
Diskriminant D = 72 —4A = ((a+c) + (b+d))” — 4(a+c)(b+d) + 4ab
= (a+c)? + (b+d)* + 2(a+c)(b+d) — 4(a+c)(b+d) + 4ab
= ((a+c) — (b+d))2 +4ab > 0

Py(\) = det(A —\I) = = XN-7TA+A,

To reelle, forskellige egenvaerdier A= % (7’ —+ \/5) , Ao = % (T — \/B)

Aot Aot
) )

Lgsning: z(t) = aneM +ape za(t) = ameM + ane

hvor koefficienterne c;; bestemmes v.hj.a. begyndelsesbetingelserne x(0)

og egenvektorerne for A
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T = —(a+b+c+d) )\1:1(7+\/ﬁ)
—(a+c) b 2
A = (b+d) = ad+bc+cd
a — 1
Ao = ( - D)
D = 72 —4A ? 2\7 VD
T<0 = A<0
A== o =h(rHVEoD) < jr ) = 0
A 0 = XN =0. x,(t) = ;1 + a,;QeAZt
A < 0: En negativ og én positiv egenveerdi. Hvis a1 > 0, fas exponentiel

vaekst i i* compartment

Example 3 (pp 735f) er en forenklet version af det medicin-problem, der behandles i LA, ex. 1.2, 1.5,
3.7, 46. Modellen svarertil b=c=d =0, ogdermed A=0, AN =—-a, M=0

Hvis 21(0) = K, 25(0) =0, fas a1(t) = Ke™™, a5(t) = K (1 —e™).



