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Predgovor

Teorija retrakata dio je topologije koji veze skupovnu i algebarsku topologiju.
Ovaj rad ne ide u Sirinu, ve¢ obuhvaca najosnovnije postavke te teorije.

U prvom, uvodnom poglavlju iskazane su definicije i tvrdnje koje ¢emo
koristiti u glavnom tekstu. Retrakti i retrakcije definirani su u drugom
poglavlju te su dokazana njihova invarijantna svojstva. Takoder su definirani
pojmovi deformacijskog retrakta i okolinskog retrakta. U tre¢em se poglavlju
bavimo apsolutnim ekstenzorima i apsolutnim okolinskim ekstenzorima za
klasu prostora. Dokazan je Tietzeov teorem kojim dobivamo prvi netrivijalni
primjer apsolutnog ekstenzora za klasu svih normalnih prostora. Da bismo
dobili jo§ primjera, prou¢avamo operacije na ekstenzorima i okolinskim ek-
stenzorima. Pojmove apsolutnog retrakta i apsolutnog okolinskog retrakta
za klasu prostora definiramo u ¢etvrtom poglavlju i pokazujemo njihovu vezu
s apsolutnim ekstenzorima i apsolutnim okolinskim ekstenzorima za klasu
prostora.

Pri pisanju ovog rada dragocjene su mi bile primjedbe mog mentora,
doc. dr. sc. Andreja Dujelle, pa mu ovom prilikom srda¢no zahvaljujem.
Takoder zahvaljujem dipl. inz. Anti Turudi¢u na velikoj i nesebi¢noj pomodéi
kod obrade teksta.
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Poglavlje 1

Uvod

Napomenimo na pocetku da ¢emo u cijelom tekstu izraz prostor koristiti za
topoloski prostor. Izraz preslikavanje koristit ¢emo za neprekidnu funkciju,
dok ¢emo izraz funkcija koristiti ako ona nije neprekidna ili se neprekidnost
tek treba dokazati.

Za prostor kazemo da je diskretan ako je svaki njegov podskup otvoren.

Za prostor X kazemo da je indiskretan ako su jedini njegovi otvoreni skupovi
prazan skup 0 i cijeli skup X.

Za prostor kazemo da je metrizabilan ako postoji metrika koja inducira
njegovu topologiju.

Prostor zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti ako familija okolina svake nje-
gove tocke ima prebrojivu bazu.

Prostor zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti ako njegova topologija (fa-
milija svih otvorenih skupova) ima prebrojivu bazu.

Prostor je Lindeldfov ako svaki njegov otvoreni pokriva¢ ima prebrojivi pot-
pokrivac.

Prostor je separabilan ako sadrzi prebrojiv gust podskup.
Ako prostor zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, tada:
(i) zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti,
(ii) je Lindel6fov,
(iii) je separebilan.

Za prostor X kazemo da je T)-prostor ako za svake dvije tocke a,b € X,
a # b, postoje otvoreni skupovi U,V C X takvidajeac U, b¢ UibeV,
agV.

Prostor je Ti-prostor ako i samo ako je svaka njegova tocka zatvoreni skup.
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Za prostor X kazemo da je Hausdorffov ili Ty-prostor ako za svake dvije
tocke a,b € X, a # b, postoje otvoreni skupovi U,V C X takvi da je
acUbeViUNV =.

Za prostor X kazemo da je regularan ako za bilo koji zatvoren skup A C X
itockube X, b¢ A, postoje otvoreni skupov U,V C X takvi da je A C U,
beViunV =0.

Prostor je regularan ako i samo ako za svaku tocku a € X i okolinu U C X,
a € U, postoji zatvorena okolina A C X, a € A takva da je A C U.

Za prostor kazemo da je T3-prostor ako je regularan i Ti-prostor.

Za prostor X kazemo da je potpuno regularan ako za bilo koji zatvoren skup
AC X itotkube X, b¢ A, postoji preslikavanje f : X — [0, 1] takvo da
je f(0) =01 f(A) = {1}.

Prostor je potpuno regularan ako i samo ako za svaku tocku a € X i okolinu
U C X, a € U, postoji preslikavanje f : X — [0, 1] takvo da je f(a) =0 i
fX\U) =A{1}.

Svaki potpuno regularan prostor je regularan.

Za prostor kazemo da je Tihonovljev ili T 1 -prostor ako je potpuno regularan
i Th-prostor.

Za prostor X kazemo da je normalan ako za bilo koje zatvorene skupove
A,B C X, ANB = (), postoje otvoreni skupovi U,V C X takvidaje A C U,
BcviUunV =4{.

Prostor X je normalan ako i samo ako za bilo koje zatvorene skupove
ABCX, A nB :7@, postoje otvoreni skupovi U,V C X takvi da je
AcCcU,BcviUNnV =0.

Prostor X je normalan ako i samo ako za svaki zatvoreni skup A C X
i otvoreni skup V. C X, A C V postoji otvoreni skup U takav da je
AcUcUCcCV.

Prostor X je normalan ako i samo ako za bilo koje otvorene skupove
U,Uy C X, Uy UUy = X, postoje otvoreni skupovi Vq,Ve C X, takvi
dajeVi CcU, Vo CcUyiViUVe =X,

Prostor X je normalan ako i samo ako za svaka dva zatvorena skupa
A,B C X postoji preslikavanje f : X — [0, 1] takvo da je f(A) = {0} i
f(B) ={1}. (Urysohnova lema)

Za prostor kazemo da je Ty-prostor ako je normalan i T7-prostor.

Pri tome vrijedi

Ty— Tihonovljevi T5— Hausdorffovi T —
.p C . C .r C . C .
prostori prostori prostori prostori prostori

i svaka od inkluzija je prava.
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Svaki regularan Lindel6fov prostor je normalan.
Svaki Ty-prostor koji zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti je metrizabilan.

Za prostor kazemo da je kompletno normalan ako je svaki njegov potprostor
normalan.

Prostor X je kompletno normalan ako i samo ako za svaka dva skupa
A/ B C X, takva da je ANB = AN B = (), postoje otvoreni skupovi
UV cCXtakvidaje ACU, BCViUNV =40.

Prostor je kompaktan ako svaki njegov otvoreni pokriva¢ ima konacan pot-
pokrivac.

Svaki kompaktan Hausdorffov prostor je normalan.

Svaka neprekidna slika kompaktnog (Lindel6fovog) prostora je kompaktan
(Lindel6fov) prostor.

Prostor je lokalno kompaktan ako svaka njegova tocka ima kompaktnu oko-
linu.

Svaki lokalno kompaktan Hausdorffov prostor je Tihonovljev.

Prostor je povezan ako nije unija dvaju nepraznih disjunktnih otvorenih
skupova.

Prostor X je putovima povezan ako za bilo koje dvije tocke a,b € X postoji
preslikavanje f : [0,1] — X takvo da je f(0) =ai f(1) =b.

Topoloski produkt familije topoloskih prostora {X,|u € M} je Kartezijev
produkt

I x :{f:M—> U Xu‘f(,u)eXu,,uEM}

neM neEM
s najmanjom topologijom takvom da je za svaki u € M projekcija
P IT Xu — X Bulh) = F0)
neM

neprekidna. Podbazu te topologije ¢ine svi skupovi oblika

{fe HX,u’f(N)EUm,UEM}a

neM
gdje je U, otvoren skup u X, a baza te topologije je familija svih kona¢nih
presjeka skupova iz podbaze.
Topoloska potencija X™M je topoloski produkt familije jednakih prostora X.

Hilbertova kocka IN je topoloska potencija jedini¢nog intervala I, gdje je N
skup prirodnih brojeva.
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Retrakti i njihova svojstva

2.1 Retrakti

Preslikavanjem f : X — Y i potprostorom A C X jedinstveno je odredeno
preslikavanje g : A — Y, takvo da je

g(z) = f(x), VzeA.

Preslikavanje g nazivamo restrikcija (suZenje) preslikavanja f na potprostor
A i oznacavamo sa

g=flA.

Preslikavanje f nazivamo prosirenje (ekstenzija) preslikavanja g preko pro-
stora X. Oznacimo li s h : A C X inkluziju, h(a) = a, Va € A, tada je
relacija g = f|A ekvivalentna relaciji f o h = g.

Problem progirenja bavi se pitanjem ima li dano preslikavanjeg: A — Y,
definirano na potprostoru A prostora X, prosirenje preko X. Specijalno, ako
jeY = Aig =1 (identiteta prostora A), tada dolazimo do vaznog posebnog
slucaja problema prosirenja, kojeg nazivamo problem retrakcije.

Ako identiteta i : A — A, ima proSirenje r : X — A, tada potprostor A
nazivamo retrakt prostora X, a preslikavanje r nazivamo retrakcija prostora
X na potprostor A i piSemo

r: XDA.

Drugim rije¢ima, retrakcija prostora X na potprostor A od X je preslikava-
nje r : X — A takvo da vrijedi r(a) = a, Va € A, a potprostor A je retrakt
prostora X ako postoji retrakcija r : X D A.

Svaka retrakcija je ocigledno surjekcija i kao takva ¢uva kompaktnost,
povezanost 1 povezanost putem.
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Primjeri retrakcija:

1. Za svaki prostor X, identiteta je ocigledno retrakcija. Dakle, svaki
prostor je sam sebi retrakt. S druge strane, za bilo koji jednoclani
potprostor A prostora X, konstanta X — A je retrakcija. Dakle,
svaki jednoclani potprostor prostora X je retrakt od X. Ove retrakte
nazivamo trivijalni retrakti prostora X.

2. U n-dimenzionalnom Euklidskom prostoru R™ promatramo jedini¢nu
n-kuglu E™ i njezin rub, jedini¢nu (n — 1)-sferu S"~!. Uzmemo li za
prostor X jedini¢nu n-kuglu bez ishodista, tada je S"~! retrakt od X,
a retrakcija r : X D S"! dana je s

r(z) = <ﬂ$1"”,xn>7 Ve = (x1, ...,2,) € X.

Kasnije ¢emo dokazati da S™~! nije retrakt od E™.
3. Promatramo topoloski produkt dvaju nepraznih prostora A i B,

X=AxB.

Izaberemo 1i ¢vrstu tocku by € B, prostor A mozemo shvatiti kao
potprostor prostora X uz smjeStenje

h(a) = (a,by), VYac€ A.

Tada je prirodna projekcija X — A ocigledno retrakcija prostora X
na prostor A. Specijalno, svaki meridijan torusa T'= .5 x S je retrakt
odT.

2.2 Adjunktni prostori

Za preslikavanje g : A — Y sa zatvorenog potprostora A prostora X u neki
drugi prostor Y konstruirat ¢emo adjunktni prostor. Promotrimo topolosku
sumu prostora X 1Y,

W=X+Y.

W je unija disjunktnih skupova X i Y s topologijom definiranom ovako: U
je otvoren skup u W ako i samo ako su U N X i U NY otvoreni skupovi
u X odnosno u Y. Sada svaki z € A poistovjetimo s g(z) € Y. Kvoci-
jentni prostor Z dobiven tim poistovjeéivanjem nazivamo adjunktni prostor
dobiven adjungiranjem prostora X prostoru Y pomoéu danog preslikavanja
g:A—=Y.

Neka je p : W — Z prirodna projekcija prostora W na kvocijentni pro-
stor Z. Lako se vidi da je restrikcija p|Y smjestenje. Pomocu tog smjestenja,
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Y shvac¢amo kao zatvoreni potprostor kvocijentnog prostora Z. Ocigledno
je Y = Z ako i samo ako je A = X.

Neka je 7w bilo koje topolosko svojstvo prostora. Kazemo da adjunktni
prostor c¢uva svojstvo m ako Z ima svojstvo m kad god X i Y imaju svojstvo
.

Propozicija 2.2.1. Adjunktni prostor Z c¢uva svojstvo biti Ty -prostor.

Dokaz: Neka je z proizvoljna tocka iz Z. Ako je z € Y tada je z zatvoren
u Y posto je Y Ti-prostor. Nadalje, Y je zatvoren u Z pa je i z zatvoren u
Z. Ako z ¢ Y tada je inverzna slika p~!(z) prirodne projekcije p : W — Z
jednoclan skup u X\ A pa je zatvoren u X, a zbog toga i u W. Po definiciji
topologije u Z, z je takoder zatvoren u Z. [

Propozicija 2.2.2. Adjunktni prostor Z ne éuva uvijek svojstva:

(i) biti Hausdorffov prostor,
(ii) biti regularan prostor,

(iii) biti potpuno regularan prostor.

Dokaz: Neka je X Tihonovljev prostor koji nije normalan, a Y neka je
zatvoren jedini¢ni interval realnih brojeva I = [0,1]. Tada X i Y imaju
svojstva (i)-(iii). Posto X nije normalan, postoje dva disjunktna zatvorena
skupa B i C u X koja nemaju disjunktne okoline. Promotrimo zatvoren
potprostor A = B U C prostora X i preslikavanje g : A — Y definirano sa

0, € B
g(x) = 1, zeC.

Pokazat ¢emo da adjunktni prostor dobiven adjungiranjem prostora X pro-
storu Y pomocéu preslikavanja g nije Hausdorffov prostor. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je Z Hausdorffov prostor. Tada za dvije razli¢ite tocke
0 i 1 postoje disjunktni otvoreni skupovi U i V u Z takvi da je 0 € U i
1 € V. Koristeéi prirodnu projekciju p : W — Z, dobivamo dva disjunktna
otvorena skupa u prostoru X

pHU)NX i pHV)NX

od kojih prvi sadrzi B, a drugi C, no to je kontradikcija pa Z nije Hausdorf-
fov prostor. Zbog propozicije 2.2.1 prostor Z je Ti-prostor pa zakljuc¢ujemo
da ne moze biti regularan niti potpuno regularan. Dakle, Z nema ni jedno
od svojstava (i)-(iii). O

Propozicija 2.2.3. Adjunktni prostor Z ¢uva svojstva:
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(i) biti kompaktan prostor,
(i) biti Lindeldfov prostor,
(iii) biti normalan prostor,

(iv) biti kompaktan Hausdorffov prostor.

Dokaz: (i) Prostor W je kompaktan jer je unija dvaju kompaktnih skupova
X i1Y. Dakle, prostor Z = p(W), gdje je p prirodna projekcijap: W — Z,
je neprekidna slika kompaktnog prostora pa je takoder kompaktan.

(ii) Prostor W je Lindel6fov jer je unija Lindel6fovih prostora X i Y.
Tada je prostor Z = p(W) neprekidna slika Lindel6fovog prostora pa je
takoder Lindeltfov.

(iii) Neka su Fy i F» dva proizvoljna disjunktna zatvorena skupa u Z.
Tada su F1 NY i F» NY disjunktni zatvoreni skupovi u Y. Posto je YV
normalan, postoje otvoreni skupovi U; i Us u Y takvi da vrijedi

FNYcU;, i FBEnNnY CU;

i da su njihova zatvorenja U; i Us u Y disjunktna. Prostor Y je zatvoren
u Z pa su U i Uy takoder zatvorenja skupova U; i Uy u Z. Promotrimo
zatvorene skupove u prostoru Z

K :F1U71 1 KQZFQU@.
Tada su K; i Ko disjunktni pa su
Ji=p HK)NX i JHh=p Y (K)NX

zatvoreni disjunktni skupovi u prostoru X. Posto je X normalan, postoje
disjunktni otvoreni skupovi V; i V5 takvi da je

J1CcVi i JCVs.
Promotrimo sada dva skupa u prostoru Z
Gi=p(Vi\A)UU; i Gs=p(Vh\A)UU>.

Prvo ¢emo dokazati da je Fy C G1. Neka je z proizvoljna tocka iz Fi. Ako
jez €Y, tadaje z € Uy C G;. Ako z ¢ Y, tada postoji jedinstvena tocka
x € X\ A takva da je z = p(x). Posto je z € F} C Ky, morabitiz € J; C V;
pa je z € V1\A, a tada je z € p(V1\A) C G;. Slicno se dokazuje da je
F, C Gs.

Sada ¢emo dokazati da su Gy i Ga disjunktni. Imamo Uy N Us = 0.
Takoder vrijedi V3 N Vo = 0, a preslikavanje p|(X\A) je smjestenje pa je i
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p(Vi\A)Np(Va\A) = 0. Nadalje, posto je Uy C Y, ap(Vo\A) C Z\Y, imamo
da je Uy Np(Vo\A) = (. Sli¢no, vrijedi da je Uy N p(V1\A) = (). Dakle,

GlmGQZQ-

Jos treba pokazati da su G1 i G5 otvoreni skupovi u Z. Pokazat ¢emo da je
p~1(G1) otvoren skup u W. Imamo

p_l(Gl)ﬂY:GlﬂY: Uy

pa je p~1(G1) NY otvoren skup u prostoru Y. S druge strane, posto je
p Y U1) N X = f~Y(Uy), imamo

pHGHNX = (V\A) U fH ().
Skup f~!(Uj) je otvoren u A pa postoji otvoren skup H; u X takav da je
fYU)=AnH.
Posto je p~'(Uy) N X C J; C Vi, takoder vrijedi
fTYU) =AnH NV

Dakle,
p HG)NX = (M\AUANH NW)
= VIN\A)UH NW).

Skupovi V1\A i Hy N'V; su otvoreni u X pa jeip '(G1) N X otvoren skup
u X. Time smo dokazali da je G otvoren skup u Z. Sli¢no se dokazuje da
je G2 otvoren skup u Z.

(iv) Svaki kompaktan Hausdorffov prostor je normalan pa tvrdnja slijedi
iz (i), (iii) i propozicije 2.2.1. O

2.3 Veza s problemom prosirenja

Problem retrakcije je, kao $to smo ga i definirali, poseban slucaj problema
proSirenja. Veza retrakta s problemom proSirenja vrlo je jaka. S jedne
strane, pojam retrakta daje nuzne i dovoljne uvjete da bi problem prosirenja
bio trivijalan. Vrijedi, naime:

Propozicija 2.3.1. Potprostor A prostora X je retrakt od X ako i samo
ako za bilo koji prostor Y, svako preslikavanje g : A — Y ima prosirenje
preko X.
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Dokaz: Ako je A retrakt prostora X s retrakcijom r : X D A, tada je
kompozicija g or : X — Y prosirenje od g preko X. Obrnuto, uzmimo
Y = A. Tada identiteta i : A — A ima proSirenje r : X — A pa je A retrakt
od X. I

S druge strane, problem proSirenja za dano preslikavanje g : A — Y,
definirano na zatvorenom potprostoru A prostora X, u neki drugi pro-
stor Y mozemo svesti na problem retrakcije pomoc¢u adjungiranog prostora.
Imamo:

Propozicija 2.3.2. Potprostor Y adjungiranog prostora Z je retrakt od Z
ako i samo ako dano preslikavanje g : A — 'Y ima prosirenje preko X.

Dokaz: Nuznost: Neka je r : Z D Y retrakcija. Definiramo preslikavanje
f: X — Y uzevsi
flz) = rlp(x)l, VeeX,

gdje je p prirodna projekcija. Tada za svaki € A imamo

f(z) = rip(x)] = rlg(x)] = g(x).

Dakle, f je prosirenje danog preslikavanja g.

Dovoljnost: Neka je f : X — Y proSirenje danog preslikavanja g. Za
proizvoljnu tocku z € Z definiramo funkciju r : Z — Y ovako: Ako z € Y,
neka je r(z) = z. Ako z ¢ Y, tada postoji jedinstvena tocka z iz X\ A za
koju je p(z) = z pa neka je r(z) = f(x).

Uzmimo sad h = r o p. Slijedi da je h|X = f, a da je h|Y identiteta.
Po teoremu o kombiniranju preslikavanja (vidi [3], str. 7) h je neprekidna
funkcija, a p je prirodna projekcija pa je zbog topoloske identifikacije 7
takoder neprekidna funkcija. Posto je r|Y identiteta po definiciji, slijedi da
je r retrakcija. O

Dakle, problem prosirenja za dano preslikavanje g : A — Y preko pro-
stora X ekvivalentan je problemu retrakcije.

2.4 Idempotentna preslikavanja

Neka je X bilo koji prostor. Promotrimo skup € = Map(X, X) svih pre-
slikavanja skupa X u samoga sebe. Za bilo koja dva preslikavanja f i g iz
Q, kompozicija g o f je definirana i takoder je preslikavanje iz 2. Dakle,
operacija (f,g) — g o f definira asocijativnho mnozenje u 2. Idempotente
ovog mnozenja nazivamo idempotentna preslikavanja prostora X. Drugim
rijeCima, za preslikavanje e : X — X kazemo da je idempotentno ako je
eoe=ce.
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Propozicija 2.4.1. Ako jer : X D A retrakcija, a s h : A C X oznacéimo
inkluziju, tada je kompozicija e = hor : X — X idempotentna.

Dokaz: Pogto je r retrakcija, kompozicija r o h je identiteta prostora A pa
imamo
eoe = (hor)o(hor)
ho(roh)or
hoior
= hor=e.

Time smo dokazali da je e idempotentno. [

Dakle, svaka retrakcija prostora X je idempotentno preslikavanje ako je
promatramo kao preslikavanje prostora X u samoga sebe. S druge strane,
svako idempotentno preslikavanje prostora X je retrakcija ako ga proma-
tramo kao preslikavanje iz X na njegovu sliku u X. Vrijedi, naime:

Propozicija 2.4.2. Neka je e : X — X idempotentno preslikavanje ¢ neka
je A = e(X). Tada je preslikavanje r : X — A definirano s r(z) = e(x),
Vx € X, retrakcija prostora X na A.

Dokaz: Preslikavanje e je idempotentno, tj. vrijedi e o e = e. Neka je a
proizvoljna tocka iz A. Posto je A = e(X), postoji tocka z € X za koju je
a = e(x) pa imamo

r(a) =e(a) =ele(z)] = [eoce](x) =e(z) =a.

Time smo dokazali da je r retrakcija. [J

Korolar 2.4.3. Ako jee: X — X idempotentno preslikavanje, tada je slika
e(X) retrakt od X.

Dokaz: 1z propozicije 2.4.2. [J

2.5 Zatvorenost

Teorem 2.5.1. Svaki retrakt Hausdorffovog prostora X je zatvoren u X.

Dokaz: Neka je A proizvoljan retrakt Hausdorffovog prostora X. Dokazat
¢emo da je komplement B = X\ A otvoren skup u X. Nekajer : X D A
retrakcija, a b neka je proizvoljna tocka iz B. Tada je r(b) tocka u A.
Oznagimo a = r(b). Posto je a € Ai b € B, mora biti a # b. Prostor X je
Hausdorffov pa postoje dva otvorena skupa U i V u X za koja vrijedi

a€U beV i UNV=0.
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Zbog neprekidnosti retrakcije r, inverzna slika r~1(U N A) je otvoren skup
koji sadrzi tocku b pa je i

W=r(UnANV

otvoren skup koji sadrzi tocku b. Treba jos dokazati da je W C B. Neka je
x proizvoljna tocka iz W. Tada je x € V iz € r—}(U N A). Iz posljednje
relacije slijedi da je r(z) € U. Posto su U i V' disjunktni, mora biti r(x) # x
pa je x € B. Time smo dokazali da je W C B. I

Kao posljedicu teorema 2.5.1, svaki retrakt Hausdorffovog prostora ¢uva
svako slabo nasljedno svojstvo prostora X. Pri tome za svojstvo 7 prostora
kazemo da je nasljedno ako svaki potprostor prostora sa svojstvom 7 takoder
ima svojstvo m, a za svojstvo 7w kazemo da je slabo nasljedno ako svaki

zatvoreni potprostor prostora sa svojstvom 7w takoder ima svojstvo .
Primjeri slabo nasljednih svojstava prostora X:

(A) X je Ty-prostor,

(B) X je Hausdorffov prostor,
(C) X je regularan prostor,

(D) X je potpuno regularan prostor,

(E) X je diskretan prostor,
(F) X je indiskretan prostor,

(G) X je metrizabilan prostor,

(H) prvi aksiom prebrojivosti je zadovoljen u X,
(I) drugi aksiom prebrojivosti je zadovoljen u X,
(J) X je normalan prostor,

(K) X je kompaktan prostor,
(L) X je Lindelofov prostor,

)

(M) X je lokalno kompaktan prostor.

Prvih devet nabrojanih svojstava (A)-(I) su takoder nasljedna svojstva pro-
stora X.
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2.6 Svojstvo fiksne tocke

Za prostor X kazemo da ima swvojstvo fiksne tocke ako svako preslikavanje
f: X — X ima fiksnu tocku, tj. tocku p za koju je

f(p)=p.

Po Brouwerevom teoremu o fiksnoj tocki, jedini¢na n-kugla E™ u n-di-
menzionalnom Euklidskom prostoru R™ ima svojstvo fiksne tocke. S druge
strane, (n — 1)-sfera S"~! nema svojstvo fiksne tocke posto centralna sime-
trija sfere nema fiksnih tocaka.

Teorem 2.6.1. Retrakcija cuva svojstvo fiksne tocke.

Dokaz: Pretpostavimo da je X prostor sa svojstvom fiksne tocke, a
r : X D A neka je retrakcija od X na potprostor A. Dovoljno je pokazati
da A ima svojstvo fiksne tocke. Za proizvoljno preslikavanje f : A — A
promotrimo kompoziciju

g=hofor: X —X,

gdje je h : A C X inkluzija. Prostor X ima svojstvo fiksne tocke pa pre-
slikavanje g mora imati fiksnu tocku, tj. tocku x € X za koju je g(z) = x.
Posto je

g(x) = flr(z)] € A,

tocka x mora biti u A. Zbog toga je r(x) = x pa i

z=g(x)= flr(x)] = f(z).

Pokazali smo da je = fiksna tocka preslikavanja f pa prostor A ima svojstvo
fiksne tocke.

Dakle, svaki retrakt prostora koji ima svojstvo fiksne tocke takoder ima
svojstvo fiksne tocke. Iz toga slijedi da (n — 1)-sfera S”~! nije retrakt je-
dini¢ne n-kugle E™. Kasnije ¢emo tu tvrdnju dokazati bez koriStenja Brou-
werovog teorema o fiksnoj tocki, a taj ¢emo teorem dobiti kao posljedicu
tvrdnje.

Posto je svojstvo fiksne tocke ocigledno topolosko svojstvo, Brouwerov
teorem o fiksnoj tocki povlaci da m-kocka I™ ima svojstvo fiksne tocke.
Konaénost potencije n nije presudna pa i Hilbertova kocka IV ima svojstvo
fiksne tocke. Stovise, svaka topoloska potencija I zatvorenog jedini¢nog
intervala I ima svojstvo fiksne tocke.
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2.7 Globalna i lokalna kontraktibilnost

Za prostor X kazemo da je kontraktibilan ako postoji homotopija
h: X — X, 0<t<1,

takva da je hg identiteta, a hy konstanta. Drugim rijec¢ima, prostor X je
kontraktibilan ako je identiteta prostora X homotopna konstanti.

Na primjer, jedini¢na n-kugla E™ je kontraktibilna dok njezin rub, je-
diniéna (n — 1)-sfera S"~!, nije kontraktibilna.

Propozicija 2.7.1. Svaki retrakt kontraktibilnog prostora je kontraktibilan.

Dokaz: Pretpostavimo da je X kontraktibilan prostor i da je A retrakt
prostora X s retrakcijom r: X O A. Dokazat éemo da je A kontraktibilan.
Posto je X kontraktibilan, postoji homotopija h; : X — X, 0 <t <1,
takva da je hg identiteta, a hi konstanta. Koristeéi retrakciju r: X D A i
inkluziju 7 : A C X, definirat éemo homotopiju k; : A — A, 0 <t <1,
uzevsi

ki =rohioid, Vt.

Ocigledno je kg identiteta prostora A, a k; konstanta. Time smo dokazali
da je prostor A kontraktibilan. [J

Propozicija 2.7.2. Jedinicna (n — 1)-sfera S™' nije retrakt jedinicne
n-kugle E™, n > 1.

Dokaz: Posto je jedini¢na n-kugla E™ kontraktibilna, a jedini¢na (n—1)-sfera
S™~1 nije kontraktibilna, tvrdnja slijedi direktno iz propozicije 2.7.1. O

Teorem 2.7.3. Svako preslikavanje f : E™ — E™ ima fiksnu tocku.

Dokaz: Pretpostavimo da f nema fiksnih tocaka. Tada ¢emo definirati pre-
slikavanje r : E" — S"~! ovako: Neka je z bilo koja tocka iz E™. Mora
biti f(x) # = jer f nema fiksnih tocaka. Povuéemo zraku od f(z) do z i
produzimo je dok ne presjece rub S"~! u tocki r(z). Moze se provjeriti da
je pridruzivanjem  + 7(x) definirano preslikavanje r : E" — S"~1. Ako je
r € 8" iz konstrukcije je jasno da je tada r(z) = x. Dakle, r je retrakcija
od E™ na S"7!, no to je kontradikcija s propozicijom 2.7.2. [

Pojam kontraktibilnosti mozemo definirati lokalno. Za prostor X kazemo
da je lokalno kontraktibilan u tocki p € X ako za svaku okolinu U tocke p
postoji okolina V' C U tocke p i homotopija

hy:V-U 0<t<1,
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takva da je hg inkluzija, a h; konstanta. Drugim rije¢ima, prostor X je
lokalno kontraktibilan u tocki p € X ako svaka okolina U tocke p sadrzi
okolinu V' tocke p koja je kontraktibilna u U. Za prostor X kazemo da je
lokalno kontraktibilan ako je lokalno kontraktibilan u svakoj svojoj tocki.

Propozicija 2.7.4. Svaki retrakt lokalno kontraktibilnog prostora je lokalno
kontraktibilan.

Dokaz: Pretpostavimo da je X lokalno kontraktibilan prostor i da je A
retrakt prostora X s retrakcijom r : X D A. Dokazat ¢emo da je A lokalno
kontraktibilan. Neka je p proizvoljna tocka iz A, a N neka je bilo koja
okolina tocke p u prostoru A. Posto je r neprekidno preslikavanje i r(p) = p,
inverzna slika

U=r"YN)

je okolina tocke p u prostoru X. Prostor X je lokalno kontraktibilan u
tocki p pa postoji okolina V' C U tocke p u prostoru X i homotopija
he: V—=U, 0<t<1,takva da je hg inkluzija, a h; konstanta. Presjek

M=VnNA
je okolina tocke p u prostoru A. Posto je
M=r(M)cr(V)cr(U)=N
imamo M C N. Definiramo homotopiju k; : M — N, 0<t <1, uzevsi
ki(z) = rlh(x)], Yxe M, Vt.

Ocigledno je kg inkluzija, a k1 konstanta. Time smo dokazali da je A lokalno
kontraktibilan u to¢ki p. Posto je p proizvoljna tocka iz A, slijedi da je A
lokalno kontraktibilan. [J

Dakle, svaka retrakcija ¢uva i kontraktibilnost i lokalnu kontraktibilnost.

2.8 Lokalna povezanost

Kao surjektivna preslikavanja, retrakcije ¢uvaju povezanost i povezanost
putem. Sada ¢emo dokazati da retrakcije takoder ¢uvaju lokalne verzije tih
svojstava.

Prisjetimo se najprije definicije lokalne povezanosti. Za prostor X ka-
zemo da je lokalno povezan u tocki p € X ako svaka okolina tocke p sadrzi
povezanu okolinu tocke p. Ako je prostor lokalno povezan u svakoj svojoj
tocki kazemo da je prostor lokalno povezan. O¢cigledno, lokalna kontraktibil-
nost povlaci lokalnu povezanost.
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Propozicija 2.8.1. Svaki retrakt lokalno povezanog prostora je lokalno po-
vezamn.

Dokaz: Pretpostavimo da je X lokalno povezan prostor i da je A retrakt
prostora X s retrakcijom r : X D A. Dokazat ¢emo da je A lokalno povezan.
Neka je p proizvoljna tocka iz A, a N neka je bilo koja okolina tocke p u
prostoru A. Posto je r neprekidno preslikavanje i 7(p) = p, inverzna slika

U=r"YN)

je okolina tocke p u prostoru X. Prostor X je lokalno povezan u tocki p pa
U sadrzi povezanu okolinu V' tocke p u prostoru X. Neka je

M=rV).

Skup M sadrzi okolinu V' N A tocke p u prostoru A i slika je neprekidnog pre-
slikavanja povezanog skupa V', pa je M povezana okolina tocke p u prostoru
A Iz

M=r(V)cr(U)=N

slijedi da je A lokalno povezan u tocki p. Posto je p proizvoljna tocka iz A,
dokazali smo da je A lokalno povezan. [J

Za dani cijeli broj n > 0 definirat ¢emo lokalnu povezanost u dimenziji
n (u homotopskom smislu). Promatramo jediniénu n-sferu S™ i jediniénu
(n + 1)-kuglu E"*! u (n + 1)-dimenzionalnom Euklidskom prostoru R™*1.

Za prostor X kazemo da je lokalno povezan u dimenziji n u tocki p € X
ako svaka okolina U tocke p sadrzi okolinu V' tocke p takvu da svako pre-
slikavanje f : S™ — V ima prosirenje f* : E"*!1 — U. Ako je X lokalno
povezan u dimenziji n u svakoj svojoj tocki, kazemo da je X lokalno povezan
u dimenziji n. Ako je X lokalno kontraktibilan, tada je oc¢igledno lokalno
povezan u dimenziji n, za svaki n > 0. Za specijalne slucajeve n =0in =1,
prostor lokalno povezan u tim dimenzijama obi¢no zovemo lokalno putovima
povezan (zan = 0) i lokalno jednostavno povezan (za n =1).

Propozicija 2.8.2. Ako je prostor X lokalno povezan u dimenziji n, tada
je i svaki retrakt A od X lokalno povezan u dimenziji n.

Dokaz: Neka je r : X D A retrakcija. Promotrimo proizvoljnu tocku p iz A i
bilo koju okolinu N od p u prostoru A. Posto je r neprekidno preslikavanje
i r(p) = p, inverzna slika

U=r"YN)

je okolina tocke p u prostoru X. Prostor X je lokalno povezan u dimenziji
n pa U sadrzi okolinu V tocke p u prostoru X takvu da svako preslikavanje
iz S™ u V ima prosirenje iz E"*! u U. Tada je presjek

M=VnNA
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okolina tocke p u prostoru A i sadrzan je u N. Neka je f : S™ — M dano pre-
slikavanje. Posto je M C V, preslikavanje f ima progirenje f# : E"t1 — U.
Definiramo preslikavanje f* : E"T! — N uzevsi

fH(x) =r[f*(x)], VoeE".

Tada je f* proSirenje od f. Time smo dokazali da je A lokalno povezan u
dimenziji n u svakoj tocki p iz A. [J

2.9 Deformacijski retrakti

Retrakt A prostora X zovemo deformacijski retrakt od X ako postoji re-
trakcija r : X D A takva da je kompozicija

hor: X — X,

gdje je h : A C X inkluzija, homotopna identiteti prostora X. Drugim
rije¢ima, potprostor A prostora X je deformacijski retrakt ako postoji ho-
motopija
fi: X—-X, 0<t<1,
takva da je fo identiteta prostora X, a fi; idempotentno preslikavanje za
koje je
fi(X)=A.

Ako homotopija f; zadovoljava dodatni uvjet
fila) =a, YaeA, Vt,

tada A nazivamo jaki deformacijski retrakt od X.
Slijedeéa propozicija je ocigledna:

Propozicija 2.9.1. Ako je A deformacijski retrakt od X tada je inkluzija
h: A C X, homotopska ekvivalencija.

U stvari, retrakcijar : X D A iz gornje definicije je obostrani homotopski
inverz od h. Zbog toga svaki deformacijski retrakt prostora X ima sva
homotopska svojstva prostora X, uz ona svojstva od X koja su ocuvana
retrakcijom.

Primjer jakog deformacijskog retrakta:
Neka je X jedini¢na n-kugla E™ bez ishodista. Tada je (n — 1)-sfera S™~1
jaki deformacijski retrakt od X. Homotopija f; : X — X, 0 <t <1,
definirana sa

fi(x) = <1—t+t> x, VeelX, Vt,

||
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zadovoljava trazene uvjete: fy je identiteta na X, f1 je idempotentno pre-
slikavanje za koje je
fi(X) = 5"t
i vrijedi
filx) =z, YereS" ' vt

2.10 Okolinski retrakti

Za potprostor A prostora X kazemo da je okolinski retrakt od X ako je A
retrakt otvorenog potprostora U od X. Specijalno, svaki retrakt prostora
X je okolinski retrakt od X, a i svaki otvoreni potprostor prostora X je
okolinski retrakt od X.

Posto otvoreni potprostori prostora X nasljeduju sva lokalna topoloska
svojstva od X, svaki okolinski retrakt od X ima slijedec¢a lokalna svojstva,
pod uvjetom da ih ima i X:

lokalna kompaktnost,

(a
(b

)

) lokalna kontraktibilnost,
(c) lokalna povezanost,

)

(d) lokalna povezanost u dimenziji n.

Pored toga svaki okolinski retrakt od X ima sva nasljedna svojstva od X.

Primjer okolinskog retrakta:
(n — 1)-sfera S"~! je okolinski retrakt n-kugle E™ jer je S"~! retrakt otvo-
renog potprostora E™\0 od E™.



Poglavlje 3

Apsolutni ekstenzori

3.1 Klase prostora

Za klasu prostora C kazemo da je slabo nasljedna topoloska klasa prostora
ako zadovoljava slijede¢a dva uvjeta:

1. C je topoloska klasa, tj. ako C sadrzi prostor X, tada sadrzi i svaku
homeomorfnu sliku prostora X.

2. C je slabo nasljedna klasa, tj. ako C sadrzi prostor X, tada sadrzi i
svaki zatvoreni potprostor prostora X.

Primjeri slabo nasljednih topoloskih klasa prostora:

‘H klasa svih Hausdorffovih prostora,
R klasa svih regularnih prostora,

CR klasa svih potpuno regularnih prostora,

M klasa svih metrizabilnih prostora,

C; klasa svih prostora koji zadovoljavaju prvi aksiom prebrojivosti,
Cy klasa svih prostora koji zadovoljavaju drugi aksiom prebrojivosti,
N klasa svih normalnih prostora,
K klasa svih kompaktnih prostora,

LIC klasa svih lokalno kompaktnih prostora,

L klasa svih Lindel6fovih prostora.

18
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Posto je presjek bilo koje dvije slabo nasljedne topoloske klase prostora
ocigledno takoder slabo nasljedna topoloska klasa prostora, takve su i:

KM klasa svih kompaktnih metrizabilnih prostora,

SM Kklasa svih separabilnih metrizabilnih prostora.

Primjera ima jo§ mnogo. Uz to, unija bilo koje dvije slabo nasljedne to-
poloske klase prostora je ocigledno takoder slabo nasljedna topoloska klasa
prostora.

3.2 AE i ANE za klasu prostora

Za zatvoreni potprostor A prostora X kazemo da ima svojstvo proSirenja
(ekstenzije) u X s obzirom na prostor Y ako svako preslikavanje f: A — Y
ima proSirenje preko X. Za zatvoreni potprostor A prostora X kazemo da
ima svojstvo okolinskog prosirenja (ekstenzije) u X s obzirom na prostor Y
ako svako preslikavanje f : A — Y ima proSirenje preko nekog otvorenog
potprostora U od X koji sadrzi A. Otvoreni potprostor U ovisi o preslika-
vanju f.

Ozna¢imo sada sa C danu slabo nasljednu topolosku klasu prostora.
Kazemo da je prostor Y iz klase C apsolutni ekstenzor za klasu C (kratko:
AE za klasu C) ako svaki zatvoreni potprostor A bilo kojeg prostora X iz
klase C ima svojstvo proSirenja u X s obzirom na Y. Kazemo da je prostor
Y iz klase C apsolutni okolinski ekstenzor za klasu C (kratko: ANE za klasu
C, od engleskog Absolute Neighborhood Extensor) ako svaki zatvoreni pot-
prostor A bilo kojeg prostora X iz klase C ima svojstvo okolinskog prosirenja
u X s obzirom na Y.

Slijedeée propozicije su ocigledne:
Propozicija 3.2.1. Svaki AE za klasu C je ANE za klasu C.

Propozicija 3.2.2. Ako je B slabo nasljedna topoloska klasa prostora koja
je sadrzana u klasi C, tada je svaki AE (odnosno ANE) za klasu C takoder
AE (odnosno ANE) za klasu B.

Iz propozicije 3.2.2 vidimo da kada klasa C postaje veca, familija svih
AE (odnosno ANE) za klasu C postaje sve manja. Medutim, jednoclani
prostor je ocigledno AE za svaku klasu C.
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Propozicija 3.2.3. Ako klasa C sadrzi prostor X koji nije normalan, tada
je svaki Hausdorffov ANE za klasu C jednoclan.

Dokaz: Pretpostavimo da je prostor Y ANE za klasu C te da je Y Haus-
dorffov i da sadrzi vise od jedne tocke. Uzmimo dvije razlic¢ite tocke p i q iz
Y. Tada postoje disjunktni otvoreni skupovi UiV uY takvidajep e U i
q € V. Posto X nije normalan, postoje dva disjunktna zatvorena skupa B
i C'u X koja nemaju disjunktne okoline. Promotrimo zatvoren potprostor
A= BUC od X ipreslikavanje f : A — Y definirano s

| p, zeB
f(x)_{q, zeC.

Posto je Y ANE za klasu C, preslikavanje f ima prosirenje g : W — Y
preko nekog otvorenog potprostora W od X koji sadrzi A. Tada su g~ (U)
i g71(V) disjunktne otvorene okoline od B i C §to je kontradikcija s pret-
postavkom. [

Zbog propozicije 3.2.3 najcesée ¢emo pretpostaviti da se dana klasa C
sastoji samo od normalnih prostora.

3.3 Tietzeov teorem prosirenja

Tietzeovim teoremom proSirenja dan je prvi netrivijalni primjer apsolutnog
ekstenzora za klasu N svih normalnih prostora.

Teorem 3.3.1. Zatvoreni jedini¢ni interval realnih brojeva I = [0,1] je AE
za klasu N svih normalnih prostora.

Dokaz: Neka je A zatvoreni potprostor proizvoljnog normalnog prostora X.
Treba dokazati da A ima svojstvo proSirenja u X s obzirom na I. Promot-
rimo proizvoljno preslikavanje f : A — I. Induktivno ¢emo konstruirati dva
niza preslikavanja

fniA—=1 1 g,: X—1I, n>0.
Promotrimo zatvorene podskupove skupa A

B, = {:ceA\fn(@g%(%)Z},
C, = {meA\fn(m)Zf(g) }
Skup A je zatvoren u X pa su skupovi B, i (), takoder zatvoreni u X.

Dakle, B,, i C, su disjunktni zatvoreni podskupovi normalnog prostora X.
Tada po Urysohnovoj lemi postoji preslikavanje xp,.c, : X — 1,

0, z€B,
XBy.Cn (%) = 1, zeC,.
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Pomocu preslikavanja x g, c, definiramo preslikavanje g, uzevsi

1 /2\"
gn(z) =< (=) XBnc.(x), VreX.
3\3
Pokazimo da vrijedi
0< fo(x) —gn(z) <1, VzeA. (3.1)

Za x € By, vrijedi g,(x) = 0 pa je nejednakost (3.1) zadovoljena. Za = ¢ B,

vrijedi
1 /2\" 1 /2\"

pa je nejednakost (3.1) ponovo zadovoljena. Dakle, mozemo definirati pre-
slikavanje f,11 uzevsi

for1(x) = fu(x) —gn(z), VzeA.

Time smo induktivno definirali preslikavanja f, i g, pa pokazimo neke ne-
jednakosti koje ona zadovoljavaju. Zbog

0 S XBnyon(x) S 17 V:E € X7

vrijedi
1 /2\"
0 < gn(z) < 3 (3) , VreX. (3.2)
Induktivno ¢emo pokazati da takoder vrijedi
2 n
0< fu(z) < (3) , VexeA. (3.3)

Zan = 0 nejednakost (3.3) je ocigledno zadovoljena. Pretpostavimo da (3.3)
vrijedi za neki n > 0. Tada iz nejednakosti (3.1) i (3.3) slijedi

2

n+1
ngn-‘rl(x)g <3) ; V.’I}GA,

¢ime smo dokazali (3.3). Sada zbog (3.2) imamo

n

& 1 2\’
O<Zgi(x)<3[2<3>]<l, Vee X, n>0.
i=0

=0

Dakle, za svaki n > 0 mozemo definirati preslikavanje s, : X — I uzevsi

sn(x) = Zgi(x), Ve X.
i=0
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Zbog nejednakosti (3.2) red ) g, (x) uniformno konvergira u X. Posto je gy,
neprekidna funkcija za svaki n > 0, slijedi da za svaki z € X postoji limes
lim,, o0 $p(z), ¢ime je definirano preslikavanje g : X — I,

g(z) = lim s,(x), VreX.

n—o0

Zbog definicije preslikavanja fy, 41 imamo

9n(2) = fu(®) = fot1(z), Vz €A,
iz cega slijedi
sn(2) = f(2) = fay1(x), VreA,

§to zajedno s nejednakosti (3.3) daje
g(z) = f(x), VzeA.

pa je g proSirenje preslikavanja f. Dakle, A ima svojstvo proSirenja u X s
obzirom na I. [J

3.4 Produkt ekstenzora

Propozicija 3.4.1. Bilo koji topoloski produkt apsolutnih ekstenzora za kla-
su C je apsolutni ekstenzor za klasu C.

Dokaz: Neka je {Y,|n € M} dana familija apsolutnih ekstenzora za klasu
C i neka je Y topoloski produkt prostora iz te familije. Dokazat ¢emo da
je Y AE za klasu C. Neka je X bilo koji prostor iz klase Ci f: A — X
preslikavanje definirano na zatvorenom potprostoru A od X. Za svaki y € M
promotrimo kompoziciju

fu:puof:A—)Y,ua

gdje je p, : Y — Y, prirodna projekcija. Posto je Y, AE za klasu C,
preslikavanje f, ima prosirenje g, : X — Y),. Definiramo preslikavanje
g: X — Y uzevsi

pulg(@)] = gu(x), Vze X.

Lako se pokaze da je g|A = f. O
Korolar 3.4.2. Bilo koja topoloska potencija jedinicnog intervala IM je AE
za klasu N svih normalnih prostora. Specijalno, n-kocka I™ i Hilbertova

kocka IN su AE za klasu N .

Dokaz: 1z teorema 3.3.1 i propozicije 3.4.1. J
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Korolar 3.4.3. n-kugla E™ i n-simpleks A™ su AE za klasu N svih nor-
malnih prostora.

Dokaz: Tvrdnja slijedi iz o¢igledne ¢injenice da je svojstvo prostora biti AE
za klasu C topolosko svojstvo. [

Za apsolutne okolinske ekstenzore imamo nesto slabiji analogon propozi-
ciji 3.4.1.

Propozicija 3.4.4. Svaki topoloski produkt konacne familije apsolutnih
okolinskih ekstenzora za klasu C je apsolutni okolinski ekstenzor za klasu

C.

Dokaz: Neka je {Y,|u € M} dana konacna familija apsolutnih okolinskih
ekstenzora za klasu C i neka je Y topoloski produkt prostora iz te familije.
Dokazat ¢emo da je Y ANE za klasu C. Neka je X bilo koji prostor iz klase
Cif:A— X preslikavanje definirano na zatvorenom potprostoru 4 od X.
Za svaki u € M promotrimo kompoziciju

fu:puonA_’Yua

gdje je p, 1 Y — Y, prirodna projekcija. Posto je Y, ANE za klasu
C, postoji otvoren potprostor U, prostora X koji sadrzi A i proSirenje
9y U, —Y,. Skup M je konacan pa je presjek

U= () U.

neM

otvoren potprostor prostora X koji sadrzi A. Definiramo preslikavanje
g:U — Y uzevsi
pulg(2)] = gu(z), Yz eU.

Lako se pokaze da je g|A = f. O

3.5 Retrakt ekstenzora

Propozicija 3.5.1. Svaki retrakt apsolutnog ekstenzora za klasu C je apso-
lutni ekstenzor za klasu C.

Dokaz: Neka je Z proizvoljan AE za klasu C, a Y neka je retrakt od Z s
retrakcijom r : Z O Y. Dokazat ¢emo da je Y AE za klasu C. Neka je
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f: A —Y preslikavanje definirano na zatvorenom potprostoru A proizvolj-
nog prostora X iz klase C. Promotrimo kompoziciju

b=jof:A— Z,

gdje je i : Y C Z inkluzija. Posto je Z AE za klasu C, preslikavanje ® ima
proSirenje ¢ : X — Z. Tada je kompozicija

g=ro¢: X =Y
prosirenje funkcije f preko X. [J

Propozicija 3.5.2. Svaki okolinski retrakt apsolutnog okolinskog ekstenzora
za klasu C je apsolutni okolinski ekstenzor za klasu C.

Dokaz: Neka je Z proizvoljan ANE za klasu C, a Y neka je okolinski retrakt
od Z. Tada postoji otvoren potprostor W prostora Z zajedno s retrakcijom
r: W D Y. Dokazat ¢emo da je Y ANE za klasu C. Neka je f: A =Y
preslikavanje definirano na zatvorenom potprostoru A proizvoljnog prostora
X iz klase C. Promotrimo kompoziciju

b=jof:A—> Z,

gdje je i : Y C Z inkluzija. Posto je Z ANE za klasu C, preslikavanje ®
ima prosirenje ¢ : V — Z preko nekog otvorenog potprostora V od X koji
sadrzi A. Inverzna slika

U=¢"'(W)

je otvoren skup u otvorenom potprostoru V prostora X, pa je takoder
otvoren potprostor prostora X i ocigledno sadrzi A. Definiramo preslika-
vanje g : U — Y uzevsi

g(x) =rlp(x)], VexelU.
Tada je g prosirenje funkcije f preko U. [J
Korolar 3.5.3. n-sfera S™ je ANE za klasu N svih normalnih prostora.

Dokaz: Posto je n-sfera S™ okolinski retrakt (n + 1)-kugle E"*!, tvrdnja
slijedi iz propozicije 3.2.1, korolara 3.4.3 i propozicije 3.5.2. [J

3.6 Otvoreni potprostori apsolutnih okolinskih ek-
stenzora

Propozicija 3.6.1. Svaki otvoreni potprostor apsolutnog okolinskog eksten-
zora za klasu C je apsolutni okolinski ekstenzor za klasu C.
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Dokaz: Neka je Y ANE za klasu C, a W neka je otvoren potprostor pro-
stora Y. Dokazat ¢emo da je W ANE za klasu C. Neka je f : A — W
preslikavanje definirano na zatvorenom potprostoru A proizvoljnog prostora
X iz klase C. Promotrimo kompoziciju

d=j0f:A>Y,

gdje je i : W C Y inkluzija. Posto je Y ANE za klasu C, preslikavanje ®
ima prosirenje ¢ : V — Y preko nekog otvorenog potprostora V od X koji
sadrzi A. Inverzna slika

U=¢ ' (W)

je otvoren skup u otvorenom potprostoru V prostora X pa je takoder otvoren
potprostor prostora X i sadrzi A. Definiramo preslikavanje g : U — W
uzevsi

g(@) = $(z), VzeU.
Tada je g prosirenje funkcije f preko U. [J

Korolar 3.6.2. n-dimenzionalni Euklidski prostor R" je ANE za klasu N
svth normalnih prostora.

Dokaz: Posto je n-dimenzionalni Euklidski prostor R homeomorfan unu-
tra$njosti jedini¢ne n-kugle E™, tvrdnja slijedi iz korolara 3.4.3 i propozicije
3.6.1. 0

3.7 Kontraktibilni apsolutni okolinski ekstenzori

Pretpostavit ¢emo da je svaki prostor iz klase C normalan.

Teorem 3.7.1. Ako je kontraktibilan prostor Y ANE za klasu C, tada je
Y AE za klasu C.

Dokaz: Prostor Y je kontraktibilan pa postoji tocka yq i preslikavanje
h:YxI—>Y

takvo da je h(y,0) =y i h(y,1) = yo, zasvakiy € Y. Nekaje f: A - Y
bilo koje preslikavanje definirano na zatvorenom potprostoru A proizvoljnog
prostora X iz klase C. Posto je Y ANE za klasu C, preslikavanje f ima
prosirenje g : U — Y preko nekog otvorenog potprostora U prostora X koji
sadrzi A. Prostor X je normalan pa postoji otvoren potprostor V takav da
je

AcvcVvcu
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i po Urysohnovoj lemi postoji preslikavanje e : X — I takvo da je

e(z) = 0, z€A
11, zeX\V.

Sada mozemo definirati preslikavanje f* : X — Y uzevsi

ey _ [ hlg(a)e(@)], zeV
! (x)—{ yo? re X\V.

Posto je f*|A = f dokazali smo da je Y AE za klasu C. O

Korolar 3.7.2. n-dimenzionalni Euklidski prostor R" je AE za klasu N
svth normalnih prostora.

Dokaz: Posto je n-dimenzionalni Euklidski prostor R™ kontraktibilan, tvrd-
nja slijedi iz korolara 3.6.2 i teorema 3.7.1. J

Korolar 3.7.3. Bilo koja topoloska potencija RM realnog pravca R je AE
za klasu N svih normalnih prostora.

Dokaz: Kao specijalan slucaj korolara 3.7.2, realan pravac R je AE za klasu
N svih normalnih prostora pa tvrdnja slijedi iz propozicije 3.4.1. O

3.8 Unija otvorenih ekstenzora

Pretpostavit éemo da je svaki prostor iz klase C normalan.

Propozicija 3.8.1. Neka su Y7 i Ys dva otvorena potprostora prostora Y
takva da vrijedi Y = Y1 UYs. Ako suYy i Yo ANE za klasu C, tada je Y
ANE :za klasu C.

Dokaz: Neka je f : A — Y preslikavanje definirano na zatvorenom pot-
prostoru A proizvoljnog prostora X iz klase C. Dokazat ¢emo da f ima
prosirenje preko neke okoline od A u prostoru X. Potprostor A od X
pokriven je skupovima

) i ()

pa je prostor X pokriven otvorenim skupovima
Wi =TIV U(X\A) 1 Wa = fT1(Y2) U (X\A).

Posto je X normalan, postoje zatvoreni skupovi X1 C Wi i Xo C Wy u X
takvi da je X = X7 U Xo. Neka je

Ai=X1NA 1 AA=XoNA
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pa imamo A = A1 U As i vrijedi
flAr) Y, f(A2) C Yz, f(AiNA)CYinNYs.

Po propoziciji 3.6.1, prostor Y1NY5 je ANE za klasu C, a A1NAs je zatvoreni
potprostor prostora X;NXs iz klase C pa restrikcija f|A; N Ay ima prosirenje

P M—-YINY,

preko otvorenog potprostora M od X; N X3. Posto je X7 N X5 normalan
prostor, postoji otvoren skup N u X; N X5 takav da je

AiNA,cNCNCcMcXinX,.
Promotrimo presjek N N A . Imamo
AiNACNNACXiNXoNA=A1NA
paje NNA = A;NAy. Dakle, mozemo definirati preslikavanje g : NUA — Y

uzevsi ) (), e ¥
9(z) = { flx), z€A.

Posto je g(N N A) C Y1, a Y7 je ANE za klasu C, restrikcija g|N N A; ima
proSirenje

h1 . ‘/1 — Y1
preko otvorenog skupa V4 u Xj. Sliéno, restrikcija g| N N Ay ima prosirenje

ho: Vo —Yy

preko otvorenog skupa Vo u Xs. Posto je prostor X; normalan, postoji
otvoren skup ()1 takav da je

NUA I CQicQiCViCX;.
Sli¢éno, postoji skup Q2 takav da je
NUA CQyCQyCVaC Xs.

U drugu ruku, posto su (X; N X2)\N i A disjunktni zatvoreni skupovi u
normalnom prostoru X, postoje otvoreni skupovi D i E takvi da je

(XinXo)\NCc D, ACE i DNnE=J.

Promotrimo zatvorene skupove u X,

J1 = (Ql\XQ) NE i Jo = (QQ\Xl) NE
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pa imamo J; C Vi, Jo C Vi iJiNJy C N. Neka su
Ki=JiUN i Ky=J,UN.
Tada su K; i Ko zatvoreni skupovi u X i vrijedi
KicVi, KyCVs, K NKy=N.

Posto je h1|N = g|N = hy| N, mozemo na potprostoru K = K;1UK» prostora
X definirati preslikavanje h : K — Y uzevsi

hi(z), ze€ K
h(z) = { h;(x), T € K;

Ocigledno je h prosirenje preslikavanja f. Jos treba pokazati da K sadrzi
neku otvorenu okolinu od A. Promotrimo stoga skup

G =[(@Q1\X2) U (Q\X1)UN|NE.
Tada imamo A C G C K. Posto je E otvoren skup u X, treba pokazati da
je i skup
H = (Q1\X2) U(Q\X1)UN

otvoren u X. Po definiciji skupova N, Q)1 i Q)2, postoje otvoreni skupovi
Bo, B1 i BQ takvi da je

N=ByNX;NXy, Q=B NX;, Qy=BynXo.
Odmabh slijedi da su skupovi
Qi1\X2 = B1\X2 1 Q2\X1 = B2\X1

otvoreni u X. Posto je N C Q11 N C )2, imamo

N C Byn BiNBy. (3.4)
Obrnuto, neka je x proizvoljna tocka iz By N B; N By. Ako je x € X1 N Xs,
tada je x € N. Ako je x € X\ Xy, tada je x € B1 N (X\X2) = B1\X2. Ako
je x € X\ Xy, tada je x € Bo N (X\X1) = B2\ X;. Dakle, vrijedi

BoNBiNByC H. (3.5)
Sada zbog inkluzija (3.4) i (3.5) imamo

H = (B1\X32) U (B2\X1)U (BynN By N By)

¢ime smo dokazali da je H otvoren skup u X. [J
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Teorem 3.8.2. Ako je prostor Y unija konaénog broja otvorenih potprostora
od kojih je svaki ANE za klasu C, tada je Y ANE za klasu C.

Dokaz: Tvrdnja slijedi direktno iz teorema 3.8.1. [J

Propozicija 3.8.3. Svaki kompaktan lokalno Euklidski prostor je ANE za
klasu N svih mormalnih prostora.

Dokaz: Tvrdnja slijedi iz korolara 3.6.2 i teorema 3.8.2. [J

Propozicija 3.8.4. Neka su Y] @ Ys dva otvorena potprostora prostora Y
takva da vrijedi Y = Y1 U Ys. Ako su tri prostora Y1, Yo i Y1 N Yy ANE za
klasu C, tada je Y ANE za klasu C.

Dokaz: Dokaz je analogan dokazu propozicije 3.8.1, samo jednostavniji. [J

3.9 Zatvoreni potprostori ekstenzora

Zatvoren potprostor apsolutnog okolinskog ekstenzora za klasu C nije opéeni-
to apsolutni okolinski ekstenzor za klasu C. Na primjer, ako C sadrzi jedini¢ni
interval realnih brojeva I = [0, 1], tada bilo koji zatvoreni potprostor od I,
koji nije lokalno povezan, nije apsolutni okolinski ekstenzor za klasu C.

Ipak, uz vazeéu pretpostavku da je svaki prostor iz klase C normalan,
imamo slijedeé¢e propozicije:

Propozicija 3.9.1. Ako su Y7 i Ys dva zatvorena potprostora prostora Y
koji je ANE za klasu C takva da je Y1 UYy =Y i da je Y1 NYs ANE za
klasu C, tada su Y7 i Yo ANE za klasu C.

Dokaz: Dokazimo da je Y7 ANE za klasu C. Neka je f : A — Y] presli-
kavanje definirano na zatvorenom potprostoru A proizvoljnog prostora X
iz klase C. Dovoljno je pokazati da f ima prosirenje preko neke okoline od
A u prostoru X. Posto je Y ANE za klasu C, kompozicija ¢ funkcije f i
inkluzije i : Y1 C Y,
d=jof:A>Y

ima prosirenje ®* : U — Y preko nekog otvoreno potprostora u X. Prostor
X je normalan pa postoji otvoren skup V u X takav da je

AcvcVcu.
Neka je ¢ = ®*|V pa promotrimo inverzne slike

Bi=¢"1 (Y1) i By=0¢1(Yy).
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Skupovi By i By su zatvoreni u V pa su zatvoreni i u X. Nadalje, imamo
V=BiUBy;, ACBi, ¢BiNBy)CYiNYs.

Kao zatvoren potprostor od X, prostor Bs je iz klase C. Posto je By N By
zatvoren u Bs, a prostor Y1 NYs je ANE za klasu C, restrikcija ¢|By N Ba
ima prosirenje
k:N—=YINY,
preko otvorenog potprostora N od Bs. Posto je Bs normalan, postoji
otvoren skup M u Bs takav da je
BiNByCMCMCNC Bs.
Skupovi By i M su zatvoreni u X i vrijedi
By ﬁMZBl mMﬂBg = B1N By

pa mozemo definirati preslikavanje g : By U M — Y] uzevsi

| ¢(z), z€B
g(:c)—{ k(x), xeﬂl.

Tada je g prosirenje preslikavanja f preko By U M. Jos treba pokazati da
By U M sadrzi neku otvorenu okolinu od A. Promotrimo stoga skup

W=(BLUM)NV.
Tada imamo A C W C B U Mja je dovoljno pokazati da je W otvoren
skup u X. Zbog ByN By C M iV = By U By imamo
W = [(V\B)UM]NV
= (V\By))Uu(MnV).
Posto je M otvoren skup u B, postoji otvoren skup @ u X takav da je
M = QN By. Tada imamo
MNV c @QnNV
= QNVnNVv
= Qﬂ(BlLJBQ)ﬂV
C [Biu(@nB)NV
= (BiUM)NV =W

iz cega slijedi W = (V\B2) U (Q N'V) §to povlaci da je W otvoren skup u
X. 0O

Propozicija 3.9.2. Ako su Y7 i Yo dva zatvorena potprostora prostora Y
koji je AE za klasu C takva da je Y1 UYo =Y i da je Y1 NYs AE za klasu
C, tada su Y7 1 Yo AE za klasu C.

Dokaz: Dokaz je analogan dokazu propozicije 3.9.1 samo jednostavniji. O
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3.10 Unija zatvorenih ekstenzora

Sada na klasu C postavljamo jos jaci uvjet. Pretpostavit ¢emo da je svaki
prostor iz klase C kompletno normalan.

Propozicija 3.10.1. Neka su Y7 i Ys dva zatvorena potprostora prostora 'Y
takva da je Y = Y1 UYs. Ako su Yy, Yo i Y1 NYs ANE za klasu C, tada je
Y ANE za klasu C.

Dokaz: Neka je f : A — Y preslikavanje definirano na zatvorenom pot-
prostoru A proizvoljnog prostora X iz klase C. Dokazat ¢emo da f ima
prosirenje preko neke okoline od A u prostoru X. Promotrimo u prostoru
A inverzne slike

A=) i Ay=fH(Ye).

Skupovi A; i As su zatvoreni u X, a njihove razlike su separirane u X, tj.
vrijedi

[(A1\A2) N (A2\A1)] U [(A1\Ag) N (A2\A1)] = 0.
Posto je prostor X kompletno normalan, postoji otvoren skup U u X takav
da je

Al\AQ cUcUC X\(AQ\Al) = (X\AQ) U (Al N Ag) .

Definiramo dva zatvorena skupa X7 1 X9 u X uzevsi
X1=UU(A1NA) i Xo=(X\U)U (AN As)
pa tada ocigledno vrijedi
X1NA=A;, XoanNA=A4, XjUXy=X.

Posto je Y1 NYs ANE za klasu C, a A1 N Az je zatvoren skup u X1 N Xs iz
klase C, restrikcija f|A; N Ay ima prosirenje

P M—-YINY,

preko otvorenog potprostora M od X; N Xs. Dalje dokaz propozicije 3.10.1
tece isto kao dokaz propozicije 3.8.1. [

Propozicija 3.10.2. Neka su Y] i Yo dva zatvorena potprostora prostora 'Y
takva da je Y = Y1 UYs. Ako su Yy, Yo i Y1 NYs AE za klasu C, tada je Y
AE za klasu C.

Dokaz: Dokaz je analogan dokazu propozicije 3.10.1 samo jednostavniji. [J



Poglavlje 4

Apsolutni retrakti

4.1 AR i ANR za klasu prostora

Neka je C proizvoljna slabo nasljedna topoloska klasa. Kazemo da je prostor
Y iz klase C apsolutni retrakt za klasu C (kratko: AR za klasu C) ako je
svaka homeomorfna slika prostora Y, kao zatvoreni potprostor prostora Z
iz klase C, retrakt od Z. Sli¢no, kazemo da je prostor Y iz klase C apsolutni
okolinski retrakt za klasu C (kratko: ANR za klasu C, od engleskog Absolute
Neighborhood Retract) ako je svaka homeomorfna slika prostora Y, kao
zatvoreni potprostor prostora Z iz klase C, okolinski retrakt od Z.

Slijedeée propozicije su ocigledne:
Propozicija 4.1.1. Svaki AR za klasu C je ANR za klasu C.

Propozicija 4.1.2. Ako je B slabo nasljedna topoloska klasa prostora koja
je sadrzana u klasi C, tada je svaki AR (odnosno ANR) za klasu C takoder
AR (odnosno ANR) za klasu B.

Jednoclani prostor Y je ocigledno AR za svaku klasu prostora koja
sadrzi Y.

4.2 Veza s ekstenzorima

Teorem 4.2.1. Neka je Y prostor u slabo nasljednoj topoloskoj klasi pro-
stora C. Ako je Y AE (odnosno ANE) za klasu C, tada je Y AR (odnosno
ANR) za klasu C.

Dokaz: Teorem ¢emo dokazati za ANE i ANR. Dokaz za AE i AR je
slican i jednostavniji. Promotrimo proizvoljan homeomorfizam prostora Y
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na zatvoreni potprostor Zy prostora Z iz klase C,
h:Y — Zo .

Posto je Y ANE za klasu C, preslikavanje

f=h1':Zy—>Y
ima prosirenje g : U — Y preko otvorenog potprostora U prostora Z. Tada
je kompozicija

r=hog:U — Zy
retrakcija pa je Y ANR za klasu C. [J

Za mnoge klase C imamo slijedeéi obrat teorema 4.2.1:

Teorem 4.2.2. Neka je C bilo koja od slijedecih slabo nasljednih topoloskih
klasa prostora:

(i) svih normalnih prostora,
(ii) svih normalnih Lindelcfovih prostora,
(iii) svih kompaktnih Hausdorffovih prostora,

(iv) svih kompaktnih metrizabilnih prostora.

Tada je svaki AR (odnosno ANR) za klasu C takoder AE (odnosno ANE)
za klasu C.

Dokaz: Teorem ¢emo dokazati za ANR i ANE. Dokaz za AR i AE je slican
i jednostavniji. Neka je Y proizvoljan ANR za klasu C. Da bismo dokazali
kako je Y takoder ANE za klasu C, promotrimo bilo koje preslikavanje
f: A —Y definirano na zatvorenom potprostoru A prostora X iz klase C.
Dovoljno je pokazati da f ima proSirenje preko neke okoline potprostora A
u prostoru X. Dokaz ¢emo provesti za dva slucaja.

Slucaj I: Pretpostavimo da je C jedna od klasa (i)-(iii). Promotrimo
adjunktni prostor dobiven adjungiranjem prostora X prostoru Y pomocu
preslikavanja f. Iz propozicije 2.2.3 slijedi da je Z prostor u klasi C. Pro-
motrimo prirodnu projekciju

p:W—=2Z
topoloske sume W = X + Y u adjunktni prostor Z i restrikcije

i=plY i j=pX.
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Tada jei: Y — Zy homeomorfizam iz Y na zatvoreni potprostor Zj prostora
Z. Posto je Y ANR za klasu C, postoji okolina V' od Zy u prostoru Z i
retrakcija r : V D Zy. Inverzna slika

U=j"(V)

preslikavanja j : X — Z, je okolina od A u prostoru X. Definiramo presli-
kavanje g : U — Y uzevsi

glxz) = (i tor)[j(z)], VzeU.

Tada je g proSirenje preslikavanje f preko U. Ovime je dokazan slucaj 1.
Slucaj II: Pretpostavimo da je C klasa (iv). Y je kompaktan metrizabilan
prostor pa postoji homeomorfizam

h:Y — Zy

prostora Y na zatvoren potprostor Zy Hilbertove kocke Z = IN (vidi [4],
str. 125). Posto je IV kompaktan i metrizabilan prostor, a Y je ANR za
klasu svih kompaktnih metrizabilnih prostora, postoji okolina V od Zp u
prostoru IN i retrakcija r : V' O Zy. S druge strane, iz korolara 3.4.2 slijedi
da kompozicija

d=hof:A—1IN

ima progirenje ¢ : X — IN. Inverzna slika
U=9¢"(V)
je okolina od A u prostoru X. Definiramo preslikavanje g : U — Y uzevsi
g(@) = (W or)[p(x)], YeeU.
Tada je g prosirenje preslikavanja f preko U. Ovime je dokazan slucaj I1. [

Tvrdnja teorema 4.2.2 vrijedi i ako je C presjek bilo kojeg broja klasa
(1)-(wv).

Takoder, po propoziciji 2.2.1 adjunktni prostor ¢uva svojstvo biti
Ti-prostor pa tvrdnja teorema 4.2.2 vrijedi i ako je C presjek klase svih
Hausdorffovih prostora H sa bilo kojim brojem klasa (7)-(iv).
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