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Suulmng& vi betragle Lyset som Straaler, der indbyrdes interferere, brydes og tilbagekastes
i Lezemernes Overflader efter visse Love, er vor Opfattelse af Lysbeviegelsen endnu kun
clementier og stykkevis, idet vi oplese den almindelige Grundloy for hele Lysbevegelsen i
inkeltlove og adskille Fenomener, som vasentlig here sammen. Denne elementare Be-
tragtningsmaade har og vil dog altid have sin store Betydning, men saalenge vi ikke kunne
komme ud over den, ville mange af Optikens Opgaver komme Ll al henstaa uleste og
uopleselige.

Den almindelige Grondlov for Lysbeviegelsen er ligesom Lovene for Elekiricitetens
og Elasticitetskrefternes Forplantning af en simpel Form, idet den kan udtrykkes ved tre
samtidige partielle linewre Differentialligninger al’ anden Orden, hvori de tre Svingnings-
komposanter ere de afhangige, Rummelts og Tidens koordinater de uafhengige Variable.
Alle den formelle Optiks Opgaver maa kunne lade sig henfore til Integrationen af disse
Ligninger.

| en Afhandling «Ueber die Reflexion an einer Kugelfliche» havde A. Clebsch?!) sagt
at bestemme Lysets Tilbagekastning fra fuldstwendig reflekterende kugleflader ved al
vaa ud fra Elasticitelstheoriens Differentialligninger, men den egentlige Hovedvanskelighed
lykkedes det den dygtize Mathematiker ikke at overvinde, hvad Forfatteren udtaler i Ind-
ledningen med de Ord: «Die Resultate der ganzen Untersuchung sind sehr verwickelt,
und namentlich fiir den in der Optik wichtigen Fall einer sehr kleinen Wellenlinge seheint
es sehr schwer dieselben einfach in passender Form darzustellens.  Hvorimod der tilfojes:
«Der entzegengesetzte Fall eines gegen die Wellenlinge sehr kleinen Radius der reflecti-
renden Kugel ist dagegen fiir eine Anniherung sehr geeignety,

De Differentialligninger, hvorfra nerverende Undersegelser gaa ud, have wvieretl
remstillede og begrundede i flere af mine tidligere Arbejder. De adskille sig fra Elastici-
tefstheoriens derved, at de udelukke Muligheden af Liengdesvingninger, og da de gjelde

1) Crelles Joarnal, Bd. 61, S. 195. 1863.
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for ethvert Pankt 1 el hvilkelsomhbelst gjennemsigligt helerogent Medinm ., ville Griense-
betingelserne ved Overgangen fra el Legeme til et andet lade sig ndlede af selve Differen-
lialligningerne.

I et tidligere Arbejde o Farvespredningens Theorio ') har jeg af de samme Dilleren-
lalligninger udledet Formler, som tjene til Bestemmelsen af Lvsbeviegelsen i el af koun-
centriske, kugleformige Lag bestaaende Medimm, og Beregningen blev her anvendl paa el
System af smaa, ved «tomts Rum adskilte Kugler med store indbyrdes Afstande, med
det Maal for Oje at bestemme Lysbrydningens Afhiengighed af Systemets Tethed. Senere
har jeg benyltel de samme Rakkeudviklinger til Lesningen af den Opgave, som jeg her
har for Oje., nemlig Bestemmelsen al den Lysbeviegelse, som fremkommer, naar en ho-
mogen, gjennemsiglig og isotrop Kugle belyses af plane, parallele Lys-
bolger, og det er ogsaa ad denne Vej Iykkedes mig at naa til de samme Resullater, som
her skulle meddeles.  Men jeg har i det folzende foretrukket en anden og simplere Frem-
stillingsmaade, hvorved jeg tillige Ll Leltelse for Liesningen skal undgaa at forudsaette
Isjendskab il mit tidligere Arbejde.

I.  Graensebetingelser.

Ved & », £ belegnes Lyssvingningernes Komposanter, svarende Ll Tids- og Rum-
hoordinaterne ¢, @, y, z. Indfores endvidere Beteznelserne
1 b -
o ol * i l* i d* g dg: . dp., dE
ik T =TT

HR gy " de?’ 0 by s
ville Lovene for Lysheviegelsen i el hvilkelsomhbelst gjennemsigligt Medinom konne udirykkes

ved de tre Differentiallieninger

dfl | d2z% et | d*y df 1 d*
gE— = = g = . R o 1)
Ay d.x w? di?’ J‘!?} :{Jj w® di? 45y iz wrdl*’ |

idel @ i Almindelighed er en af @, y, 2 alhwengig Variabel, som svarer lil Lysels Hastighed
i Punktet @y y, 2, for san vidt som man inden for et meget lille Rum kan betragle denne
som konstanl.

Narvierende Opgave bestaar i al integrere disse Ligninger under Forndsietning af,
al e har en konstant Vaerdi inden Tor en given Kuezles Overtlade oz en anden konstant
Vierdi uden for samme, med diskontinuert Overgang i selve huoglefladen.  Denne diskon-

tinuerte Overgang kan betragles som  fremkommen ved ., at et Overfladelag med endelig

' Yidensk., Selsk. Skr. 6. Riekke, 5. 167 | 853,



Tyvkkelse og kontinuerlig Forandring af @, betragtet som Funktion al Afstanden » fra Kuglens
Centrum, gaar over Lil at blive et Lag med Tykkelsen Nul.  Ved denne Overgang maa
Svingningskomposanterne her som overall forblive endelige, hvorimod deres Diflerential-
koefficienter med Hensvn Lil # kunne blive uendelize.  Komposanterne og deres Dilleren-
linlkoefficienter gaa derfor i Almindelighed i Graensefladen, naar Grienselagets Tykkelse
reduceres til 0, diskontinuert over fra en Veerdi til en anden, medens dog enkelle Kom-
bhinationer af dem kunne beholde deres Vierdi uforandret.

ldet jeg skal opsege disse, vil jeg foretriekke i Stedel for Komposanterne med
Hensvn Ll det faste Axesystem at benytle Projektionen af Svingningsudslagel paa Radins,
Projektionen vinkelret herpaa og beliggende i Planen gjennem Radius og a-Axen, og Pro-
jektionen vinkelrel paa de to foregaaende og altsaa vinkelrel paa a-Axen.

Satles i polere Koordinater

£ = reose, y — r singcosd, z = rsin e sin ,

og betegnes de nye homposanter ved ¢, 7, J, vil man bhave disse besteml ved

= cos¢s+ sing cosdy + sin g sin ¢l I

i - Yy e P S g 2 a- )
p=—S8ing¢ + cosg cos iy + cosg sin ¢ I (2)
{ = — sin ¢y + cosd L.

Naar Ligningerne (1) multipliceres henholdsvis med 2, y oz 2z, og adderes, vil man

erholde

_ drtl | dirs
Jdors— i A e ) 1

= 7y w® di*
hvoraf ses, naar J, ndtrykkes ved polere Koordinater, at
2?.'.-;.: dr2f
A dr
lader sig undtrykke ved Storrelser, som forblive endelige, ogsan naar Gricnselagels Tyvkkelse
reduceres Lil Nul.

Men heraf falger, al

er en kontinuerlic Funktion, som derfor ogsaa forbliver endeliz 1 Grenselladen, da den er

endeliz Lil begee Sider nden for denne.  Allsaa er ogsaa

d =
=i =l
: dr
en overall endelig Sterrelse.
Multipliceres endvidere Ligningerne (1) henholdsvis med — sin ¢, c¢os @ cos ¢,

¢os ¢ 8in ¢ og adderes, vil man erholde
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udlrykt ved Storrelser, som forblive endelige overalt. Ligeledes flindes ved Muoltiplikation

al Ligningerne (1) med 0y — sin b, cos ¢ og Addition

{F?‘:_ o
dp? sing d¢
wdteykt ved overall endelige Starrelser.
Vi have saaledes fundet tre Kombinationer, som ere endelize overall.,  Elimineres

heraf #, ses del, al Sterrelserne

K
i

d"ff'?‘? =z dir a2z
i

dr? tfa.:_-:"-u!'l' dr®  sin g‘tfguh_'

ere endelige overall, hvoral folger, al

dryy d& drl dz
"‘. . A ['2‘ 1 s
dr. de 7 dr @ singad

ere kontinuerlige Punktioner, som altsaa forblive uforandrede ved Overgangen Ira den ene
Side af Kuglens Begransningsflade til den anden. Jeg vil udtrykke dette ved

[r’h?:,l LEEI 0, {Jr: d&

M ==} 3
iy :4]'[11‘:::{1’(;- : i :I

Tillige hemarkes, al de samme Storrelser som kontinuerlige Funktioner og endelige overalt
uden for Gramsefladen ogsaa maa viere endelige i Gransefladen.  Men heraf folger, al
ry og » maa vere kontinuerlige, sealedes al man med samme Belegnelse som ovenfor

vil have

[7] =0, [l =0 (4
De (il » = 0 og » = o svarende Gramsebetingelser ere udteykte derved, at Lys-
beviegelsen er endelig overall, altsaa ogsaa for » = 0, og at der i uendelig Afstand fra

Kuglen fornden det givoe indfaldende Lys kun findes Lys, som er ndganet fra huglen,

men intel, som beveger sig henimod den.

2. Udvikling efter Kuglefunktioner.

Det paa kuglen indfaldende Lys er antaget at bestaa af plane, parallele Lysbolzer.
| Almindelighed kunne disse indeholde en Samling af Svingninger, forskjellige i Henseende

il Amplitude, Betning inden for Belgeplanen, Svingningstid og Fase, men dette almip-

delige Tillielde lader sig med Lethed aflede af det enkelte, hvori Svingningskomposanterne,

som vi ville betegne ved &y, 7., £, uden for Kuglen ere bestemte ved
'-;: = ”‘ ¥, - I:.I.E.'J! iy :‘ = i}, {.,':-]]

0 fill 3 0
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Her er den exponentielle Form valgt som den simpleste, Svingningerne med Amplituden |
zaa i Retning af y-Axen og forplante sig i Retning af 2-Axen med den konstante Hastighed
ke 2z ST s 27

7 = Q. med Bolzelengden S 4 0z Svingningstiden = T.

ldet vi saaledes uden for Kuoglen undskille det indfaldende Lys Tra del ovrige,
vl Hastighedsforandringen i Kuglens Overflade fremkaldte, Lys, s®tles her

i = | - i
§‘=‘Tu+’5h 7?‘:75?[:_!_3:?!- C="=rl.l+‘!-!".l (6)

medens der inden for Knglens Overflade s@ttes

E= A= NN (7)

hvor ogsaa I, 2° A" triede i Stedel for de tilsvarende umarkerede Storrelser nden for kuglen.
Betegnes endvidere Forholdet imellem de to Hastigheder 2 og £ ved N (Kuglens Bryi-

ningsforhold), vil man have
D'— N& &= N, 1 — NY. (8)

Komposanterne §, », { ere saavel nden for som inden for Kuglefladen indbyrdes forbundne
ved Ligningen # = 0, som for @ konstant fremezaar al’ Ligningerne (1), og de kunne derfor
fremstilles som afhengige alene af to Storrelser @ oz S unden for Kuglen, eller @ og &
inden for Kuglen. Man vil nemlig kunne smtle

. dC u'é)‘ Al d4d dC e @B dA
:*d_d_yr_d: ) T dz dr' ™ dax dJ ]
dQ  dQ | aQ _ dQ aQ__ dQ )
A4 =z — — z8
. dy Y dz +aS, B iz " de ¥ ”S ¢ y ﬂ*L‘ tfu I g

ligesom ogsan ¢, 7', & kunne ndtrykkes paa tilsvarende Maade. Ligningerne (1) ville da
viere lilfredsslillede under Foruds@ining af, al man har

4,04+ 0Q =0, 4. S+08S =0, (10)
4, Q@4 =0, 4,8+F8=0. (1
Det kan her bemwrkes, at de to radielle Projektioner
&+ yye + 2C
(5~ ) 0 (B-5) ++(2-%).
ved Hjxelp af Ligningerne (9) kunone omdannes til
" d*rQ 1 & . ‘40 d*
- dr®* ~  singdg ol dg  sin*gdd*
e AL %ES oy 51111 fr.r";:; il :f'j "--inf;pit,t"-' :

Heral ses. al naar ¢ oz S ere udviklede i Raekke efter Kuglefunktioner €@, og S,. nemlig
Q = —vQﬂ! 'S = __\:'5“ L
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saa ville de ovenstaaende radielle Projektioner viere henholdsvis beslemte ved
2am+1)& o ZEnind1)8,.

Det tilsvarende gjelder Tor Bummel inden for koglen.

De i det foregaaende Afsnit indforte Komposanter £, 7.

-

(G) Tor Punkter uden for koglen ndtrykke ved

= EU_II_EE~ ??Z"T‘,u'u'].'"a';‘r- ::f“-l-f,

|f'|'|-||

ilet disse nye Komposanter ere bhestemte ved

£, — sin ¢ 08 ;_;’r{.m_”}”' , 1;:“ — (0S¢ €03 g’rﬂm FE o Tue=— S g’-ﬂ{“ i
£ — oS @ & -+ sin ¢ o8 g - sin g sin ¢ G I

Te = Sin @ & + cos @ cos Dy + cosesind &,

— — sindrpe + cos L. I

Indfores nu for Kortheds Skyld i det folgende Betegnelzserne
Iy = ¢, =K, ' = K
oz, idet & oer den givne Kugles Radius.
Ll — e e —
saa vil man ved Ligningerne (91 oz ved Benvilelse al Ligningerne (10} erholde
d*a K

e A N
2 i ® 7

lr =

7 1

daK 48

Al e ..
/ adeda  singdd’ ’
= d2a ads

1 Hilfn‘.'_r"'tf.lr'r'_f.hl' tf.g' t

ligesom man lilsvarende for el indre Punkt har

— d2a’ K’

=l S [T

% dat® 'K

; d?a’ K’ TNy

?F = ;- 7 - = | :
a'de da sin ¢ d¢

Fo . d?a’ R’ d S’

Say u'ﬁillgrdyﬂf.u' ﬂfgc ]

O konme vioi Analogi med

(132

(13

(14)

(18]

Det vil nu viere Opgaven at wdvikle disse Komposanter i Raekker efter kuogle-

funktioner.  Naar overhovedet en Funktion flz) kan udvikles efter konglefunktioner, saa er

som bekjendl Udviklingen folgende :

) x In-t-1 "
fla) = 2 —— Pila) \flv) Pyw)du,
i - W I
el Summen fages lor alle hele Veerdier af 2 fra n = 0 il n — =, og
Ry Dy e et | | D T -
i) Fode 2n—1 i nin—1) gy MR 1i{n—2)(n ) e
b2, am 2(2n—1) 24020 —1)(2n—13



Sege vi nu ferst al udvikle de iLigningerne (13), hvori s@tles lo — acos ¢, givne

Udtryk for a;‘u, 7?:” oy ville vi i Henhold til ovenstaaende have

e &)
g—acos @i __ Ekﬂj I E;[L“"- PIRE—M:P |:I'.E} du .
fh

el heri indgzanende bestemle Integral lader sizg udirykke ved den Besselske Funktion
Jugyta), eller, hivad jeg her vil foretrakke, ved en anden ved v, (a) betegnet Funktion, som
kun ved en Faktor er forskjellig fra den Desselske, idel der sitles

tyl@) = \,/T ﬂ+} \) .

Man vil da, som bekjendt fra de Besselske Funktioners Theori, kunne delinere v, (a) ved
:r1-|-t
2+ [n]

|
v, (a) = R’r“"’ (1—u? )" du .

Dette Integral gaar ved n Gange delvis Integration over (il
;1 d*(1—u®)"

¢ani dii.

A f_IT.‘H "

som med Benyttelse af et andet bekjendt Udteyk for £, nemlig
{— _”n Ei"”'—-ﬂ-u}”

Uy [”' = 21‘!1'[[9:!!.{" v

Fufu) = 27| du”
ogsaa kan gives Formen
vy (@) = t: L gi —ont o) du (19)
aa denne Maade erholdes ki
B e — :{ 22n+1) F(cos¢)e "%"1*,.“1! 3 20))

Del vil bemaerkes, at Funktionen e, (a) tilfredsstiller Dillerentialligningen

d2v, @)  [nin 1) x
og al den, udviklel efter Polenser af a, giver Raekken
ant! a2 at
.11 l'.rl'l — —— 1_—.- —_— 2 el | R A - ‘.}ﬂ}
wi@) 1 .3... 2n41 ( 2 (In—+3) o 2.412n-+3) (2n--5) )

En anden fra de Besselske Funktioners Theori bekjendt Rakkendvikling, hvor Leddenes
Antal er endeligt, er

» nw T
tyld) = On (a) sin (a. — —) + hpla) cos (a — ) ;

) s

(n—1)n{nd-1)in+2)  (n—3)(n—2)...(n44|

o _— %)

i = v SR W Lot
__ nin—+1) m—2) (n—1)...(n+3

() g, 2 k. 6aE

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Bokke, naturvidenzkabelie o mathem, Afd. VI 1 =
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Betegnes endvidere ved w,(a) el andel partikulert Integral af Ligning (21), oz delineres

dette Integral nermere ved Raekkeudviklingen

| 1.3...2n—1 (* at
i i — S — —— ——— _Il_ i ?.i
i a (' t 5@n—i) T 2. hin—1)@n—3) )’ oS

vil denne Funktion ligeledes kun ved en Faklor viere forskjellig fra en Besselsk Funktion,
nemlig J_, 3la), og med de ovenfor givne Rakker for g, og hy, vil den ogsaa kunne ud-

trykkes ved

Wy @) = gala) cos (ﬂ " H—;I) — lig (a) sin (ﬂ I TT-) : (23)

L

Af Udviklingen (20) kan nu de i Ligningerne (13) givne Udtryk bestemmes paa
folgende Maade. Man udtager af Rakken (20) det forste Ll n=0 svarende Led og smiler
i P d dy(cos ¢)

nn--1) sin 50;1’.;@ a4 d

oS ¢) = :

hvorved erholdes

e P — M — 1_ E’ 2n +_l I _.[_ﬁ Hin? EETP”H!DE?-:IEI?I‘H#{H: .
a a g n(n-+41)sin ¢ de de

Indfores heri til Afkortning Betegnelserne

_.cosgd Q241 o o (0—CT)
KU = L " dsf % H{”‘Jr‘“ 1 {‘--ﬂh?‘?ﬂ & ?-ﬂ{ﬂ] :
i ( 7 (26)
L sin ¢ @ 'ff _,...-n—]—-l o 1 R ot 1
S, a de 7 nin+1) EniboBple 2 i)

vil man ved Multiplikation af Ligningen med cos ¢ singde eller med — sing e sing de

og ved Integration af de to saaledes erholdle Ligninger fra ¢ = 0 til ¢ = ¢ erholde
l'l'ﬂsirﬁ 2y @ cog &r | kN
K,— — ' (isinacose — cosa + ¢ s §f)
a sin ¢ o
sin ¢/ . : . e =
Sy = — -—--.--E'-J—{——Eum{.'ﬂs ¢ —1 008 @ Leaeos Pl gt
asineg
tleral lindes sluttelig
dﬂﬂff - - : - —-
== V4 a K, = sine cos dle®—omsP) — &

d*aK, 4§,

- . . — (08¢ cos delt—aosdi — o 28)
utfgor:f.a_l sin @ dg iacd (LR l
o
d HEU l':‘;I’SLI — R ﬁf’ E{L‘f aeosPn — C” [ .

iﬁill;ﬂi:fp{f]:‘ de
Disse Udlryk for Komposanterne -::n, Nos C,"“ svare Ll de i (17) tremstillede Udtryk for Kom-

posanterne &, 7., &, idet K, og S, traede i Stedet for K og S i Ligningerne (17).

For K, oz S, have vi i (26) Udviklingerne efler kuglefonktioner, oz disse maa. hvad man
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pusan lel kan overbevise sig om, tilfredsstille de samme Differentialligninger, som K og S,
nemlig ifolee (10) 4, K, + K, = 0, 4,8, + 128, = 0. Udviklingerne af K og S efter
Ruglefunktioner maa folgeliz blive analog med Udviklingerne (26), idel der her i Stedel for
det partikulere Integral v,(a) af Ligningen (21) inds@ttes del almindelige Integral, udtryki
linewert ved w,la) oz w,la). Man erholder saaledes med de endnu ubestemte Konstanter

-"I'l-'ﬂ ] £ 1 '-"-'":'t 3 T E

- 0: / E s 2 ] _Hj 1
- g d g entl gl (kuvn(a) + xuity (@)
a d"s; i ﬂ{rz—-—l ;
et (29)
S ¢r & 5 <N AR :
=St e : P+E 2 S Un n W I
S G B hBLT (suvela) + garwyla)) ,
og tilsvarende for et indre Ponkl
4 d = 9 |
Krz_ﬂlﬂa:p 3 n + P.e (If ) {ﬂuﬂulﬂn—i_?ﬂ Wy [a}]]
a ffg:- g (1) i
(0]
Fod =2 1 il :
S" e 11-.1.;5‘.._ : ..Tf._-j- ﬂi (.“ _) (Snri.'”{ﬂ I + ar?:u!ﬂ{:a’j} - I
@ n;fg.r; e
Heri er P, (cos ¢) alkortet til £, .
Benylte vi nu forst den til ¢ = 0 svarende Griensebetingelse, ses del af (24), al
wyla) bliver = for a’ = 0 og n >0, og al altsaa Endelighedsbetingelsen udkraver
e g —
£ o i _ . T _ Wi
I'il @ = == svarer ifelge (23) og (25) v,la) = sin (ﬂ-—?) ,  Wala) = cos (ﬁ e ﬂ) ‘
\ - \ o

I vendelig Afstand fra hnglen vil man altsaa have

ik

2 (ky v @) 4 xqiey (a) }F[“_ _'_}f = (—ui + pp)etraame L (fg | »,) ett—a)i
Det ses heral, al Lysbevagelsen i Almindelighed i denne Afstand vil fremtrede
som periodiske Funktioner af kit 4+ a og bkt — a, svarende Lil to modsatle Bolgebevegelser,
den ene beveegende sig henimod Kuglecentrel, den anden i Retning fra Centret. Da nu
kun denne sidste, ifolze de antagne Betingelser, er virkelig tilstede, maa man have
— kpt 2 = 0, ligesom ogsaa tilsvarende — 8,2t a, = 0.

Saaledes reduceres Rakkerne (29) og (30 til

L L cos ¢ d - 2n-H1 (“-_ ‘).- e ! 5
= a ffg.ﬁ T nlﬂ—f'lrﬁ"g kn(tn (@) =+ wala)i)
y \"' lr § ] e g
(i in ¢ 5 2n + ) Mkt __) Gl wseld) I

it ﬂ’gf: 1 ﬂ{ﬂ-r“

LOOS l:lr-ff el m, 2 +l Li- Fiee .
— ! } ( -.H" ﬂn 1{]1; :

a de n{n—lﬂlr

. sind d =2 2n-41 (“__”_ﬂ)f
S — S- I ] vy :
ﬂf diﬂ:"iln+[]PE : Snﬂnlﬂ-],

(31}
El‘
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Endelig have vi ogsaa de i (2) oz (1) fremstillede Gransebelingelser, som kunne
udtrykkes ved

- L
== =1
rfﬂj:,. u'-«;z dﬂ':{;' n.‘f.f_' e
da dg da’ e , ,
o N 4§ ) ST
da £ iz da" ' (s’
da sin ¢ dgh  dd :-aiugw_f;'fr

Indsiettes  heri de yed Ligningerne (12), (17) og (28) givoe Udlevk for £, 1;, c, og for
=r ¥

(=] & - i
g,y < Udtrykkene (18), kunne disse Betingelser omdannes Lil

alKy +K) — oK', S,+8 =& | ; !
! _ =
da(K, + i‘(_} _ Elu_ﬂ_‘f' da (S, + &) da S . ; (32)

= . — = | = .
ada ada -’ da da’ l

Heri ndvikles K, S, K, S, K, § ved de i (26) og (31) givne Raekker, hvorved erholdes

i Ligninger imellem Koefficienterne. Betegnes for Kortheds Skyld de afledede Funktioner

.:fuﬂra} tfﬁ.',,{ﬂ:r -:.-’trﬂ_[u'} S ; o ; i a
T TR T ved vy'(a), w,'(a), v(a), Dlive disse Ligninger

N(zry.'iai + k(20 (@) - w, (@) t) )
N (vala) + su (vala) + wa(a)i))
vlet) - k(v la) =y la)i) =
va'(a) 4 s (10 (@) 4 w0 (a)?)

Heral kunne de five Koelficienter bestemmes.  Ved Indforelsen af en lille Reduktion ved
Hjelp af Ligningen

— ‘t:rf' f'r: '.Hr'

|

l.";r;’ El‘ﬁ [F.I!.']

-'{Ln " t'” 1 ur:l

r r r
& Un i)

wyla) vy (@) — wy' (a) vy la) = 1,
vil man saaledes erholde
2 (vale) — wala) 1) va'(a) — N (v la) — wi(a)i) vua’)
T S =S : e Fi P '_-,?r'r' ’ o o3
(Oplet) - walet) 2) vn () — N (g (@) + wy'la)t) vale) 33)
- w Y T2
o g Vi) — @) v — (0 ) — )i vl
s N (vulo) = weale) ) va@) — (va'la) + wa'(w) i) vale) 7 )
’ f\".f |
b=
(Unle) + W) | O (| — IV (U () =+ 10y () t ) Uyl et )
- i ' |34
E .L“ [
i 1\'{1*,,[;11 e Wyl izl ) t!,,'{ i) —l['t‘,}'ll i) —|— H‘,,J{uh j't‘ﬂ[u']

Den stillede Opgave er hermed for saa vidt lest. som Svingningskomposanterne
overalt 1 Rummet ere bestemte ved nendelige Rakker med bekjendte hoetlicienter.  Del
vil vise sig, al Raekkerne i den givne Form egne sig godt for Beregningen, naar enlen «,
som svarer Ll koglens Ombkreds maall med Bolgeliengden A, er et lille Tal, eller det be-

traglede Punkt ligger nier ved Centret, hvorimod det, naar « er el megel storl Tal, hvilket
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mesten kan siges at viere Tilkeldel med alle for det blotie Oje svnlige hugler, i Alminde-
lighed vil viere nedvendigt. al omdanne hiekkerne saaledes. at Summationerne kunne
udfores med Ltilstrickkeliz Tilnermelse. Jeg skal nu farst fremstille de Summaltions-
formler, som herved ville komme il Anvendelse,

.  Summationsformler.

ber vil i del folgende Alspit fremkomme Summer, som kunne henfores il Formen
O Fpt

YA, | (35])

‘ ty
hvor n giennemleber Talrickken fra n = n, lil n = n,.

De to Funktioner 4, og F, ere saaledes beskafne, al naar deri swelles n—y -+ 2,
hvor begge de nye Variable ligeledes betragtes som hele Tal, vil man erholde folgende,
inden for de givne Grienser konvergente, Rakker

- o e .

o dtnt LR e e g g

[/ L L fil

Leddene ere her ordnede efter stigende Potenser al 2 og aftagende Potenser af Slorrelsen
a. Denne sidste betragtes som el megel stort, dog ikke nendelig stort. Tal, oz alle
Starrelser ville i det folgende blive ordnede efter Potenser af «., saaledes ab den Sterrelse,
som indeholder en hojere Potens al «, betragtes som en Storrelse af hojere Orden. Her
ere Koeflicienterne A, B, ... F, G, ... i del hojeste Storrelser af samme Orden som
Enheden («"). Beregningen skal nu gzaa wl paa al fremstille Resultaterne med en saadan
Najaglighed, at kun Sterrelser, som ere af lavere Orden end Enheden, betragtes som saa
smaa, at de kunne bortkastes.

Antallel af Led 1 Rekken (35) er selv et megel stort Tal, af samme Orden som a.
Graenserne ny 0g n, ere unbhestemie og lil en vis Grad vilkaarlige, nemliz kun
betingede paa den ene Side al konvergenshbetingelserne for Rekkerne (36), paa den anden
Side af den Fordring, at n, — n, skal viere el meget stort Tal. Denne her indforte Arl
al ubestemte, vilkaarlige Sterrelser, for hvilke jeg i del folgende vil benyite Fallesmmwrkel
w, ere definerede derved, al en Funktion af denne Sterrelse betyder den Griense, hvortil
Middelvaerdien af den samme Funktion af en besteml Storrelse @ konvergerer, naar man
lader @ gjennemlobe en eflerhaanden storre og storre Rakke af Vardier inden for de for
e alslukne Grienser.

Gaa vi saaledes ud fra de bekjendle Integraler

] i 'EL::,-
gﬂ—”m"‘—‘dm — ) vsa (BT \e“.r#"'lm: = [uje® , ... (38)
i L
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del Tarste gjeldende for alle positive Vierdier af ey el andetl kan for de positive Yardier,

som ere mindre end 1, saa ses del, al man ogsaa for g << | maa have

) 7
. . .-E . = = | e E )
S{r&”.v' Yda = [(p)e? ", |59)
el
l.l'u o el
&E‘E';ﬂ'ﬂ' 7 b — gﬂ‘""m’“—" diy — \ et gpltt—1A o
wll CIR1] (] n

hvor del sidste Integral ved delvis Integration kan udvikles i en semikonvergent Riekke,
hvis nil forskjellige Veerdi af o svarende Middelvierdi konvergerer til (0, naar Middelvaerdien
tages paa den ovenfor angivne Maade imellem videre og videre Greenser.  Er i Inlecralel
(39) endvidere g > 1, kan denne Exponent ved delvis Integration reduceres til at blive
mindre end 1, og Middelvierdien af de fremkomne periodiske Led uden for Integralet vil
ligeledes konvergere (il 0. Alfsaa er Ligning (39) med den vedlagne Betydning af den
ovre Griense o gjeldende for alle positive Verdier af p.

Som el andet Exempel, der vil faa Anvendelse i det tolzende, Kunne vi luge Sum-

men (35 reduceret il den simpleste Form

tha g"-"?"l" m = IILpn'll’*.r.h.-l--l_'|r
N pant 5

— E — o .
I — e

Ogsaa her maa hojre Side forsvinde, forudsat, at e ikke er 0 eller el Multiplam al 2z,
da i saa Tillielde Summen bliver n#, —n, + 1. som vel er ubesteml, men i ethvert Tilfzlde
ikke kan blive lig Nul. Er endvidere a meget lille eller meget ner ved el Multiplum al’ 2z,
tar man heller ikke betragte Summen som Nul, da Leddenes Antal vel er antagel megel
stort, men ikke nendelig stort,

Er Summen Nul, vil den ogsaa vedblive at viere det, naar den dilferentieres el
vilkaarligt Antal Gange med Hensvn til ¢, Man vil altsag mere almindeligt have

e
i)
ln’“é’.“”” = ()
my

naar meoer et helt Tal eller 0. oz a ikke er lig med eller ligger meget ner ved O eller el

(400

Multiplum af 2 7.
Betragle vi nu den ved Udviklingerne (35) oz (36) givne Sum, ses del, al den Kan
forandres Gl en konvergenl Riaekke med Led. som med Udeladelse al konstanle Faklorver

have Formen
flg— .
__E: ::'.rr ﬂu_'r' !

—
Hvis man altsaa ikke kan have

G = 2prm, (41
for p = 0 eller et helt Tal, og heller ikke ¢ — 2px megel nwer lig 0, saa vil hele Snmn-

men (55) forsvinde.
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Hvis man derimod er i Stand Gl at finde en Vierdi af v, som gjor det muligt al
lilfredsstille ovenstaaende Belingelse (41), saa kan Gz udelades af Exponenten, og Summa-
tionen kan nu nden. kjendelie Fejl forandres Ll Integration,  Summen (35) vil altsaa kunne
aives Formen

fig—¥ g (Fr,{.|_ff :'*.I%'i‘--.)i

JE(A+B“.+...)E : , 49)

~{w—14y] ¥
hvor vi ville indskr@nke os Lil al antage v beliggende imellem 2, og n, og saaledes, at
baade v —mn, og n,— v Kkomme (il al hore til den ovenfor definerede Art af ubestemte
Storrelser.  Forandres i dette Integral for z < 0 l-‘ﬁrleguﬁl for z, og settes derefter
Hz* — ga . ville Griengerne for x, forudsat at /f ikke er 0 eller megel lille, here (il den
ovenfor ved Fiellesmarkel @ betegnede Arl af Sterrelser, og Integralet vil ved Raekke-
udvikling gaa over il

L}
dx / B Alwi : da o B Alwi :
i (0 )F A S S i T (Latayi _(‘.- e S s ),tﬂt-t-:rv
ﬂ(’l Hz " H™" ™ g )" A TEE 1‘/&? ¢ T e

C R

: A . 1 S :
Disse Infegraler ville ifalge (39). idel F(;j-) = Yz, tilsammen hlive

-

_ @ 4 - P ligi

1

idel de Led, som ere af Ordenen o oz af lavere Orden ere bortkastede. Dette Resultat
er ogsaa gjeldende for negalive Veerdier al . naar det paases. al man i dette Tilfzelde

maa saefte

—
|
13| x4

Resultatet bliver ugyldigt for
o = 1. (44)

I dette Tillwelde kunne vi, for yderligere al generalisere det, antage, at & —2px er en
megel lille Sterrelse.  Ogsaa i dette Tilfelde vil Summalionen kunne forandres til Inte-
gralion og i Stedet for (42) vil man erholde Integralet

i g (Fﬂ.i.({;r---ﬁp?fj TS ety )i
= s e o al
de\A4-B-— 4 C— + ... )¢ (45)
u° a®
_{]..' :”1]
Heri forandres ligeledes for z << () Forlegnet for =z, og derefler swites |- /2% = a®x. hvor
det dobbelte Fortegn bestemmes saaledes, at - /7 Bliver positiv.  Indfores for Kortheds
Skyld Betegnelserne
: T @ _ 1
(r — E,”?T — £ ‘_f T (46) g.i‘* Yeos (—eat 4 a) de = l’d , (47)
L 1)



saml

A=dT B Bl =01 'K — s NE (48;

vil man uden Vanskelighed kKunne give Integralet (£5) Formen

' ; ) . dy) g
_j__:ifFu. w}}:t Q—Fff:fj 1( iffﬁ.+;l ‘ﬁ'l d 5) ¢ i Q

g de b det
;  aYE d®Q
— (4, L, + 8B, K,) o AT P l (49)
idet Leddene aft Ordenen ¢—s3 og derunder bortkasles.
I Tilfielde af, al man har = = 0, erholdes ved Hjzlp al (39)
{1 gy d3 () 2 T cfQ__ 5 dt ()
r(g)eosg —Q=—355 Diglop—Tn =5,
0 — d? () c.‘f"Q 8 ()
— de?  de® det ’

hvor

o] B

1 |
F(g) — 9.6789%... , r( ) = SEHD

eller ved sedvanlige Logarithmer

i e .
IJUH IT() S ”:,i?';ﬂﬁg-\‘- = % v 9 L.“;,‘—’- f"(?) = “‘rlgli;'lﬂa EaN

3
Herved gaar (49) over il
- l I*r.r. 2 > 2
—f — V} {r:.r:.ﬂ A f( )—{—{u:f} ?(B _'f;;“""llﬁi) j & 3 : (5]

Integralet ¢ (47) har under en nogel anden Form vierel numerisk beregnel al
Airy'l, som for Integralet

a0
gu’{u 08 s (w® — ma) = W
wil

I!-.'.'-‘-.--’|

har angivel lolgende Tavle
m W m | W

— 5 | 0,00041 0| 0,66527

— 4 0,00298 11,0004

3 001730 2 | 0,56490

— 9. 0.07908 } | —0,56322

— 1] 027283 4 | — 047446
5 | 0,68182.

' On the iotensily of Ligth in the neizhbourhood of o Caustie. Trans. of the Cambr. See. 1 V1
p. 379, 1. VII, p. 595
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Ved Hjelp heraf kan ogsaa () beregnes, idet man har

T\ 5§ 1 f2)3

Gaa vi fra m = 0 til den negative Side, saa er W stadig aftagende indtil 0, gaa
vi til den positive Side er W ferst voxende, naaer el Maximum ved m = 1,08, og n@rmer
sig derefter gjennem en periodisk Bevegelse omkring Nulpunktet ligeledes til 0. Det
farste og sterste Maximum af W er 1,504 Gange storre end Vaerdien af W for m = (.

Stokes') har udvidet den Airyske Beregning til de 50 forste Roedder i Ligningen

W .
W = 0 og de 10 forste Rodder i dE,—,T{ — (). Saaledes svarer til W == 0

im = 2,4955; 4,3631; 5,8922; 7,2436; 8,4788; ...

L
i hvilken R@kke den ¢-de Rod med voxende ¢ konvergerer til 3(@—1-)"2 Ligeledes er

AW
for E;E — U
m — 1,0845; 3.4669; 5,1446; 6,5782; 7,8685; ...

9oy 2
hivor den g-de Kod konvergerer til 3 (g—g)i.

e
A

De forskjellige Differentialkoefficienter af ¢) med Hensyn til £, som indgaa i Ud-

- d
trykket (49), ville alle let kunne ndtrykkes ved ¢) og R§= idet det bemarkes, at man har
d? @) g
P k1

hvoral aller de hejere Differentialkoefficienter kunne afledes, for Exempel
¢ & 2 d@)

== — ] o g Ul Sl- Il‘!'Il

det 4 3 ds?

: b d :
Maximal- og Minimalpunkterne for . Svare altsaa til ¢ = 0, hvoraf ses, at det
5

farste Maximum her forst indtreder for m = 2.4955... . Modulus (eller Amplitnden) for
det i (49) givne Udtryk forandrer sig med voxende e paa lilsvarende Maade som Integralel
W, hvis man alene behover at tage det forste Led, som er af hejeste Orden, i Betragining,

men hvis ogsaa de felgende Led i Udtrykket faa Betydning, vil Modulus komme (il af
dq
de '
at i Almindelighed Modulus ikke ved de periodiske Forandringer vil kunne blive 0.

indeholde saavel ¢) som hvoraf falger, at Maximalpunkterne ville blive forskudte, og

Periodiciteten vil saaledes blive mere udvisket.

Yed Sammenligning mellem de to i (43) og (49) givne Udtryk for Integralet (42|
ses det, at det farste er af Sterrelsesordenen 2. det andet af Ordenen «3. Hvorledes
Overgangen sker fra det ene Udtryk til det andet, kan ses, naar man tenker sig A af-
tagende til en meget lille Storrelse samtidiz med, at man beholder G — 2pz =— 0. Man

') Trans. of the Cambr. Phil. See. L. 9. p. 166.

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Rekke, naturvidenskabelipg og mathem. Afd. VI L. 3
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vil da i Integralet (42) kunne s@tte z = 2L 4 og bestemme ¢ saaledes, at Koefficienten

til 22" i Exponenten bliver 0. Herved komme vi til den i (45) antagne Form., hvor
i _ H*
G — 2px bliver lig —57 98 altsaa

ﬂll

e ]/ a?

Det ges heraf, at ved denne Overgang fra Integralet (42) til Integralet (45) vil & nedvendigvis
forblive positiv. Overgangen fra (43) Ll (49) sker altsaa gjennem den ovenfor beskrevne
periodiske Beviegelse ved positiv aftagende m eller e, hvorved det sidste og slerste
Maximum naas forinden = bliver 0, medens herfra Modulus hurlig aftager til 0, samtidig
med al ¢z gjennem 0 gaar over til lavere og lavere negative Vardier.

Vi ville endelig ogsaa i det folgende Afsnil mede Summer, som lade sig omdanne
lil el Integral af Formen

[ B3

2 24 zH
£ et By 1 i <
dz( - 28 _“)E(Faa—ﬂﬂ Hﬁa+fur.+...);_

A= pE

d

(51)

L o
il

Naar heri salles (7z2? — aa@ og G ikke er (O eller megel lille, vil den eyre Griense for @
hore til den ovenfor ved w betegnede Art af Storrelser, og idet Leddene af lavere Orden
end Enheden bortkastes, vil Resultatet af Integrationen blive

26 ° e, e

Er derimod G meget lille, settes Hz* — o3%x®, den ovre Griense for @ betegnes ligesom
for ved w, og il Afkorining smtles
/H
¢ =4el/=, (53)
il L
idet det overste Fortegn svarer til & positiv, del nederste til & negativ. Integralet gaar

herved over Ll

i)
i ! Ali J) (Fa_t ergat)i
- Tp= e _ H4
5 f u’ﬁ:(laﬂ} AL+ Ba4 il (54)
i
For e = 0O erholdes heraf ved Integration
¥, 7T F E I = '
-~ ‘/ i ( ) + HJBH A}}ﬂ{' Hﬁﬂ)? (55)
medens del zllmimlelige Integral (54) lader sig udtrykke ved
Faj
¢ L = cIQ__ Ald*()
s Hi: AQ == il *
2 H (““ e S f-zsﬂ)* )
idel @ = \c-"-a.'ﬂ'[iE’""""'”“ : (57)
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Al dette sidste Integral erholdes ved Differenliation med Hensyn til & og delvis Integration

LiQ 1 2 -
=13 2% R
hvoraf endvidere findes 0
d? N qe . 20\ :
d=8 :I(E+E)+(_T+'§)Q' (4]

Ved Indsettelsen af disse Verdier i (56), vil dette Udlryk for det segte Integral
viere bestemt ved bekjendte Storrelser og ved Integralet ¢

Dette sidste Integral har under forskjellige Former ofte vieret behandlet, navnlig
ved Beregningen al Bajningsfenomener, saaledes af Fresnel, Cauchy, Knochenhauer, Quel, o.a.
En sterre Tavle har vaeret beregnet af Ph. Gilbert!) for de to Funktioner N og M, be-
stemte ved 5 (o
V/ 2\ deeest=r — N4 Mi, &= Vizp,

T ol
og omfattende alle Vardier fra p* = 0,00 til x* = 30,00.
Naar altsaa i Integralet € everste Fortegn leses, Kkan dette Integral beregnes
nmiddelbart ved denne Tavle, Leses nederste Fortegn, og s@tles

I.i i}
‘/:gd.re{"s'“**“’”}i — N, + M7,

-
ik

L
vil man have
: : O S - T—e® ., . m—e&®
N+N, + (M+M,)i = ‘/ —\ dzpd=tTr — V2 (uus i -2 sin — -),
Y[ i I
hvorved N, og M, erholdes bestemte ved
= T—e® — . w—eg?
N, == V2 cos L_:ii — N, M,— V2sin r M.

Begge Storrelserne N og M aftage hurlig og vedvarende med voxende e, hvoral falger, at

N, og M, ere perindiske Funktioner. Da man ifolge (58), naar nederste Forlegn leses, har

1N 1 ! d M £
= I, TTr=—fN,,
de Vg 2 de 2
bliver :
- dN, d M, N,
.L-\II — o= —l_ .1!1 — — '
de dz |2
Heraf ses, at Maximum og Minimum for N2+ M2 svarer til N, — 0, som atter for
store Veerdier al z lilnermelsesyis vil svare til cos ™ i= = (), altsaa til e* = (4p — )=

eller p — ‘f 4}}:1 , idet p er el helt Tal.

' Recherches anal. sor la dilfraction de la lomiere. Mém. cour. de 'Acad. de Bruxelles, 1. XXXL
p. 1, 1862 —G6G3:

3;



Ifalge Gilbert er

NE+4+ ME— 27407 ved p — 1,2172, V—- = 1,2247 ] , lste Max.

1,5562 ved p , Iste Min.

2,398 ved p = 2,3445 2del Max.

||
¥os
= 1
[t
[
e,
‘H‘H‘--\-"'\-\.
- :b.:t‘ 1 .
I
ol —
I>
—
o6
SRR, SN i, SR, .

! 2 ’
| 15
6864 ved p = 2,7390 (‘/ f: E,HHbJ , 2det Min.

Til p = 0 svarer N2+ M2 — Ul i —a0 NELMZ2— 2

1
E!

Tage vi kun Hensyn til Leddet af den hejeste Orden («?) i (56), vil det af det
ovenfor udviklede fremgaa, at dette Udtryks Modulus voxer fra 0 ved G = - oo indtil

Ay Sax : Rl aos .:‘1 a
‘H ; ved G = 0, voxer yderligere med aftagende G indtil 2,3412. =
‘A-n.-f_j # i L] g
F ;—I 21T V , 0g naar sluttelig gjennem aftagende periodiske bnugmrlger il
? - :
det dobbelte af den til & = 0 svarende Verdi.

4.  « meget stor. Beviegelsen i Hovedaxen.

Ligesom i del foregaaende Afsnil betragtes her « som el meget storl Tal, og

Lysheviegelsen skal seges besteml saaledes, at kun Sterrelser, som ere af lavere Orden

|
end Enheden bortkastes,

Vi ville forst soge al bestemme Bevegelsen i Naerheden af Iiugleus Centrum,

: . : A
idet a’, som er det betragtede Punkts Afstand fra Centrel, maall med — 5 Som Laengdeenhed,
27

betragtes som et i Forhold til @ og & meget lille Tal. Under denne Betingelse vil
v, (), bestemt ved Raekken (22)  Dblive meget lille, naar n nermer sig i Storrelse lil «,
hvorfor Leddene i Rekkerne (31) for A" og & kun faa Betydning for de lavere Vierdier af n.
I de ved (34) givone Udteyk for & og s, vil man derfor ogsaa i Henhold til (23) og (25)
Kunne selle

. niT . : o O | ni
v le) = SIN (u = |2 Bale) = S — oy k wy ) = eos | a — 5 ) -
5 i

Saaledes erholdes
N

cosa 4+t Nsina
N I

Neosa 4+ isin e’

- ! B
t"“ﬂu-.l.-l - l‘rl-gu — = A-II = H Foa

(60)

’ 5 e
oy — ‘!12.1.111-1 — g
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Riekkerne (31) gaa herved over lil

N ';T’io%ﬁ%;iﬂ A5 [(Bateosg) + Bal—cosgby +(Balcasg)— Bi(—cosg))sy | o ()
sing d %, 2n+1 (”
2a de y nin+1)

Digse Rakker kunne summeres ved Hjzlp af Ligningerne (26) og (27). hvorved lindes

8§ =— T) [( Puleosg)+ Pil—cosg))s, 4 Pulcosg) — Pu—cosg) )k, | v, ().

. C0S : : s
(I cosd ¢’ | (— sina’cos ¢ + sin (@’ cosg)) k"4 1(— cosa’ 4 cos(a’cosg))s,’| ,

a’sin g
o’ sin ¢ = 3 e ¢4 ' ' ’
&= Fain e (—sina’ cos ¢ -+ sin (a’cosg))s "+ t(—cosa’ 4 cos(a cosg)) ky'] .
i s1 5{‘ '
Indswlles nu disse Verdier 1 Ligningerne (18) og s@ttes Ll Afkortning
L]
e (— isin (@' cos @) ky" -+ cos(a’ cosg)sy’) = ]
erholdes
§ = singcos¢p @, 7 = cosgcoseQ, {=—singddQ.

Heral findes atter Komposanterne med Hensyn til de faste Axer
E-f - {}* ﬂ’ o Q, : — ‘l ;

Indsiettes den ovenfor givne Vardi af ¢, erholdes ved en lille Omforming

M4ateosgr ™0 "0 .
5 el 'E' : (61}

¥ F l‘ .l'
g — e u'msp;a‘{'u + 8 k
Den fysiske Betydning af detle Resultat fremgaar bedst, naar de i (600 givne Vierdier af
k," og s,” udvikles i Ruokke, efter al cosa” og sina’ ere udtrykte i exponentiel Form,
nemlig

k' — 2N 3‘ r‘_?i_l ei-l':l—f"" m4 1) i . 3"’ 2N :{‘ I— N\™ aﬁ (2m-1)et’ )i
0 Pﬁ—]"] 0 N—I—l : - iv—l-ln ITN :
hvor m gjennemlober Talrekken fra O Hil =. Saaledes erholdes
c P 2m a9 A7 = 241
y = Efz E) elit—atcospta—(am4t)a’)i _ a4 = )#{“*"'“"55’**’4‘“’**3’”“. 162)
N+ | 0 N—[—] IV-—l—- l 0 h"—l— I

Paa denne Maade er Lysbeviegelsen i Nierheden af Centrel fremstillet som en Sum  af
Svingninger, der ere parallele med de indfaldende Straalers Svingninger og ftilhore to S@l
al Straaler, det ene gaaende i de indfaldende Straalers Retning, tilbagekastet et lige Antal
Gange eller slet ikke fra de indre Kugleflader, det andel gaaende i modsat Retning efter
el ulige Antal Tilbagekastninger. Ved Straalernes Indtredelse i kuglen er Udslaget for-
andret efter Forholdet 1 4+ N il 2.V og ved hver Tilbagekastning efter Forholdet | + N
lil 1—N, medens Fasen svarer til den tilbagelagte optiske Vejlengde, alt overensstemmende
med de Resultater, man kommer til ved den element@ere Betragtningsmaade, naar de (o
brydende Flader betragtes som plane og vinkelrette paa de indfaldende Straaler.



Naar det belragtede Punkt ikke ligger megel nier ved Cenlrel, maa man
lage Hensyn til de Led i Rekkerne, som svare til meget store Vierdier af m,  Det vil derfor
torst viere nedvendigt al sege hertil passende Udviklinger for Funktionerne o, og w, .

Man har identisk

Vy T I
wy = Vi + w; cos are tg—

va = Vi + w; sin arc g -
Oy iy

eller, naar man setter

" F
vr - W = Qu, arClF— = 4.,

i,
Up — V"}n sin .I;m. gy Wy = V{fﬂ s jj‘. . !H:}:I
Med Benyltelse af Ligningen
Watn — wy vy — |

®
erholdes endvidere, naar den Variable betegnes ved a .

di. | .
i (64)
hvoral atler ved Integration, idet til @ = o= svarer 4, — «a 9:271-1
; = 1
Eu=.:z-—-ﬂ;;r=--Stfu(—g-+—l). (65)
- fr ] i
\lde i (23] og (25) givne Rakker for v, og w, lindes
nin-1) 1 (m—1)nn+1)n4+2) 1.3
'I?"= 1+ _{]E E [].4 = "i}‘i+... : “’Jl.’!i

Er nu a ¢t megel stort Tal af Sterrelsesordenen « og kunne alle Storrelser som ere af
Ordenen ¢! eller af lavere Orden lades ude af Betragtning ved Siden af samme Orden
som Enheden, saa vil man for alle Verdier af » indtil en vis Griense, som ligger lavere
end a, og hyvor endnu Differensen a — (w —I—;) kan henregnes il Storrelsesordenen a,
ved Summation af Raekken (66) erholde )

i

G — ]/g» (H 7 ) ,_

Indsttes dette Udtryk for ¢, i (65), hvor det maa forhlive gjweldende for alle Integralels

a>n+5 . (67)

Elementer, erholdes ved Integration
n—+ -

b= |/ a® —(n + ;)J ——-j: n - ).m' sin ".«;;_ . 168)

Til Funktionsbelegnelserne ¢, og 4, vil i det folgende blive tilfojet den Variable, som her
lor Kortheds Skyld har vieret udeladl.

Saalienge Ligning (67) er gjeldende, ville Differentialkoefficienterne af gy (a) og
Zala’)l med Hensyn il ¢ og « kunne bortkastes ved Siden af® Sterrelser af Ordenen g°



som gqla), qula). Gaa vi nu tilbage (il Koefficientligningerne (33) og (34) og indferes for
Kortheds Skyld faelgende Betegnelser

anu}—gn[u} 2 Ngn (@) gu (@) (Ngn (@) — gala) )"
= by } o Ui )
Ngn(a) + gnla) (Ngn (') + qna) )"+
9’115’]_— Nga () Lt 2 Ngula) gnld') (gnla’) — Ngula))" _

qn ) + Ngala) o (gula) + Ngula) )"+

2N lr’q..{rxlyuia ) (Ngal@) — gula) )™ 2NV gulal f;.,lu ) (qula’) — Ngula) )"
(Ngula) + gnla) )"+ (quld) + Ny (a) )"+

saa vil man kunne udtrykke Koefficienterne ved Breker, som lade sig udvikle i folgende
konvergente Rekker:

e j'n. My

d'?"- " g

2k 1 — byeltalali 4 "y Vb, ne2Anl@—(mt1)4, (@))i
==
2 M=an + v y
D ——1— EHEEAHM]‘ 139 ".EEHn{af-—[m*t—l]iﬂl:_a | )i : : ((G9)
m=={}
[ I :m? Bn _eldplai—2m+-1)4,(a"))i g ="‘E-’°rn Ay la)—(2m+1)2, (a))i
=1} : m=0

Idet vi dernmst gaa over il Summationen af Raekkerne (31), ville vi i dette Alsnil
indskraenke os til det Tilfelde, at det betragtede Punkt ligger i #-Axen (Hovedaxen).
Det vil bemaerkes, at man har

n!.Pﬂ{rm J d®P,(tos ) nin-4- 1)
for cosp =1, — d? s o 2ol
nmeay ¢ =
- "
for cosg = —1, (E_{"["”HE - S {;Efff" — (_ 1) ?ﬁj_“ :
sin g de @* J

Naar nu de givne Raekker for A og S indsattes i (17), for K® og S i (18}, og man
dernwst bestemmer Komposanterne med Hensyn til de faste Axer ved Hjelp af Ligningerne

COSs rp;}f— sin fp?},
sing cos 15+ cosg cosdry — sing L,

|

|

g = Iy
|

sin ¢ sin g’n::—'r 08 ¢ 8in :,hg - cos 5!!-.‘:',

og de tilsvarende Ligninger for el indre Punkt, saa vil man finde, alt Svingningerne overall
i Hovedaxen gaa i Retning af y-Axen, hvad da ogsaa er en umiddelbar Felge af, al hele
Lysbeviegelsen er symmetrisk med Hensyn til zy-Planen, samt at Svingningsudslagene
nden for og inden for Euglml ville vaere bestemte ved

) = gih-} ﬂ}t+ :':?" (“:F -} (_I_

tky (vn'(a) 4wy la)2) + sulvala) + wyla)i l}

a
T
i g y
® 1 + 1 ( — ni)
’ 2 ¥+ 1
7} s ‘F ﬂ' - € 2 i_:zlkﬂr EH*'”" + Eu'ﬂﬂ'ﬂ"} ¥

overste Fortegn gjeldende for a-Axens positive, nederste for dens negative Side.



De heri indgaaende Funktioner af n lade sig undvikle efter Potenser af n+;f i
Bekker, som forblive konvergente indtil en vis Graense n = n,, indtil hvilken Griense vi
da forst ville udfere de angivne Summationer. Saaledes vil det i (68) givne Udteyk for
Aola) kunne udvikles i felgende Rekke

ni (ﬂ+%)= : (“"—1.—%)‘ e (“**‘%)E 3.9
=g e el ek i

For g, haves Rekkeudviklingen (66) og af Ligningerne (63) erholdes

— A, la)i

va(a) 410, (a)i = iV gn(a)e ,
samt med Bortkastelse af ¢./(a) ifalge (64
: I —2 (a)i
v () (@)l == —— e Anla)3 ]
Vgalal

Vi ville nu sarlig udiage de enkelte Led, hvoraf Ligningerne (69) for Koefficien-
lerne beslaa, og begynde med at stte

Ek’tz_i? ?Sﬂ-=i—_1'

Med disse Foruds@ininger vil den foerste Ligning (70) give

i
—mi s L SO W (s G L
= RNy —E(V"‘l }—I—]/g'u{m)ﬂ( # ] :
nlet

.
-
i

Naar heri indsettes den i (71) givne Rakke for 4,(a), vil det ses, at Exponenten kommer
: A ) — ) ) . .
til at indeholde Leddet - (1 +1). Naar nederste Fortegn l@ses, vil dette Led blive am,

og i Henhold (il det i foregaaende Afsnit udviklede vil Summen blive 0. Altsaa er for
x-Axens negalive Side -

g — M
Naar derimod everste Fortegn lweses, kan Summen, idet der s@tles n 4 % — 2z, lorandres
Ul et Integral al Formen (51), og ved Sammenligningen erholdes

L

A == b R R = o

2a
medens ifolze (52) Integralet bliver lig med

L& g(“' i :-!J'..
Altsaa er for @-Axens positive Side

(J‘r.l'—ﬁ +- g )1’

TJI — E_[JH'“]'_*.;;E — r}.

Den her fremstillede Del af Beviegelsen er saaledes intel andet end den indlaldende Cen-
tralstraale indtil det Punkt, hvor den treffer Kuglen.



o
ot

Udtages dernast det andet Led af de to ferste Ligninger (69) og s®lles

24, la)t
;

24 (@i
Qku =_E'I“E o 3 23;1 — _L‘RE

vil Summen i Udtrykket (70) for » komme (il at indeholde Exponenten

. i
B n— 5 Lo, .
kt—ﬂ+2a+w:{ 1 11+(— > )( E+_)+"' i .

L

Her maa. naar everste Fortegn lieses, Summen blive 0. Med nederste Fortegn vil derimod
Summen ligesom for kunne omdannes til et Integral al Formen (51), og ved Sammenlig-

R A
et !
( il I'I)

ningen erholdes

Fg = kt—a+2a, G =

CTR

e e ¥
& 74

Denne Del af Bevegelsen svarer til den fra den forreste Del af Kuglefladen tilbagekastede

Centralstraale, og Resultatet er det samme som del, man ad elementier Vej vil kunne

udlede, idet Fasen bestemmes ved den tilbagelagte optiske Vejlengde, og Amplituden efter

: N—1 . : i . Y
Tilbagekastningen er VE selve Kuglefladen, altsaa i Afstanden } o (Afstandene maalte
\ |
med Ei som Lengdeenhed) fra Centralstraalernes indbildte Brendpunkt, og derefter maa
T

aftage i samme Forhold, som det betragtede Punkt fjerner sig fra detle Briendpunkl.
Udtages endelig det Led af Ligningerne (69), som svarer (il

| X & . g, of P St
by = By EEHH{E{} (m+1) 4, (') )i ‘ ot k. 2 (4 (al—(m—-1) 4, [a) )i :

vil Udslagel veere bestemt ved

1 ” _

I ot TEE— A (a)+22 (a)— (2m-2) 4, (a’))

-Z:"t- _"_"_"‘? {Li E’w.m "+" Ca,m '?w{'”fi }E( = ) .

L algala)
Udviklet efter Potenser af # + 5 vil denne Exponent blive

{n
L . , = E) 1 2 2m+2 .

(kf—iﬁ+2ﬂ*—{2?ﬂ—l—ﬂiri-‘“?{‘f—[—|—2ﬂi+”—|—(—q— -’(—E*{—E o )—i—...)?..

Summen vil forsvinde, med mindre man har

+1+2m+1 = 4p ,
det vil sige, med mindre m er el lige Tal, naar Panktel ligger paa a-Axens posilive Side
(averste Fortegn), eller s er ulige, naar Punktet ligger paa den negalive Side. Delle for-
udsat, kan Summen forandres til et Integral af Formen (51) og ved Sammenligningen
erholdes

Vidensk, Selsk. Skr,, 6. Rekke, naturvidenskabelip og mathem. Afd, VI, 1, 4



; 4 N(1—N)™

A
‘a T+ Njmt2?

B ()

I

b

; 7 1 2 2m-2
Ia = M—a+4+2a—2m+d", G = = (— =4 ——H—:l-———) :

2 73 7
3 9 Im-42 o B 1 2 2m+42
I e Dt g 2 ) =_( - — )
24 u*“ + ol ‘ . 80 a% T o w®
Ifolge (521, som forndsetter, at & ikke er meget lille, vil Resultatet af Integrationen
blive
i N(1—N)" | kt—a+2a—(2m+2)a’)i
B N1 =1 .:l i I | E[II‘ at+2a—(2m+ j;h. {?3]
(1 4 Nym+2 ﬂ( _1_+? 2m-+-2)
a  a o )

Ogsaa dette Resultat vil kunne udledes ad elementer Vej.  Man lLenke sig el

cylindrisk Bundt Centralstraaler med Diameteren 1 trede ind i Kuglen. Efter m indre
2m~ 2)a—a'

Tilbagekastninger vil dette Bundt trede ud af Knglen med Diameleren —
: 7
dernast forene sig il et virkeligt eller indbildt Braendpunkt. Er dettes Afstand ﬁ.l Centret
G e 3 . . a,—a (2m+-2)a—ad :
a,, saa vil i Afstanden a Straalebundtets Diameter blive - e . Na ar
. I 2 2m+2 ok o
Briendvidden a, bestemt ved — — -+~ —"— = = (), og Svingningsamplituden, som
o S 1—N\™ 4N
efter de m Tilbagekastninger og to Brydninger er forandret il (—* ———0-2— . ¥il blive
I'.' L) B o !" I+N “-{—N:li:

forogel i samme Forhold, som Straalebundtets Diameter er blevet mindre.  Naar desuden
Fasen bestemmes efler den tilbagelagle opliske Vejliengde, ses del, al Resullatet vil blive
nejagtiz det samme, som ovenfor er fundel.

Derimod kan man ikke paa denne Maade bestemme Bevegelsen i selve Brand-
punkterne., Disse ere bestemte ved Ligningen & = 0, og hertil konvller sig den il
() < ;{{—1 svarende Betingelse 2N > 2m + 2 > N. hvoraf ses, at der til N <~ 1 svarer
intet virkeligt Brendpunkt, til 1 << N < 2 kun et Breendpunkt, o.s.v. Til G =0 svarer
Udtrykket (55), som med de ovenfor angivne Verdier al A, B, H og [ giver Udslagel i
del betragltede Briendpunkt bestemt ved

T I 2 242
2N(1—Njm 6 = (*1) A= i o= S Fai
S e l 3 "::;,11})*’ I s T
et g J (,_Eﬂ a® '?3_)

Det fremgaar af Udtrykket for G, al naar vi langs Hovedaxen fra el vdre Punk! nerme os
Kuglen og passere et Briendpunkt, saa vil & fra en positiv Verdi gijennem 0 gaa over Uil
en negativ Vaerdi.  Heral ses, i Henhold til det i Slutningen af forrige Afsnit anfarte, at
Amplituden under denne Beviegelse hurtig voxer fra en megel lille Storrelse i Nierheden
al Braendpunktet il den ovenlfor for Brendpunktet bestemte Vaerdi al Storrelsesordenen ah,



voxer endnn vderligere for derefter gjennem  Svingninger al naa Ll del dobbelte af
Amplifuden i Brendpunktet.  Derefter trieffes Axen af andre Straaler, som ligge uden for
Centralstraalerne, og hvis Virkning vil blive bestemt i det toelgende. En narmere Bestem-
melse af Lysbevaegelsen i Nierheden al et Brandpunkt fremgaar af (561 og den derefter
givne Oversigt over Vardien af Integralet € (57).

Som Exempel vil jeg antage m — 0, RKuglens Radius lig 1°™, Brydningsforholdet
1.5 og Boelgelengden af det indfaldende Lys lig 0,0005™®, Man vil da have

a = 40000x, & = Lhe., & = 156, N= Lh

Disse Talverdier indsatte i (74) give som Resultat

. F——2)i .
——*iﬁ?ﬂi}e( 1 *) -+ l,E:H@FH*.

Heraf ses, al det andet Led Kun faar en ringe Betydning, og al Inlensitelen, som
regnes proportional med Amplitudens Kvadrat, er meget betydelig i dette Briendpunkt,
nemlig 217311 Gange sterre end Intensiteten af del indfaldende Lys. For en kugle med
samme Brydningsforhold og en dobbelt saa stor Radius vilde Intensiteten megel neer blive
det dobbelte. .-T

I én lille Afstand ¢ (maalt med 5= Som Lﬂmgdeenhed) inden for Brandpunktet vil
LI

) : — :
og har paa dette Punkt Intensitelen naaet sit forste Maximum,

Qa2
vil man af den i Slutningen af forrige Afsnit angivne Vardi af G 1 dette Punkt finde
d = 1047, svarende til 0,0833™™. 1 dette Punkt vil Intensiteten viere steget il 1191200,
idet den her er 54814 Gange storre end i Brendpunktet.

Beregningen af den Del at Lysbeviegelsen i Axen inden for Kuglen, som hidrorer

man have G —

fra Cenlralstraalerne, kan wudfores paa ganske lignende Maade, idet vi gaa ud fra den
anden Ligning (70). Den Sum, som bliver at beregne, naar det almindelige Led al’ de |

(69) for k' og s givne Summer udtages, vil viere

1 —
s It F 5 Ay (a)—(2mA-1) 4 (a’) ) d

.2:1 rT: ‘I ECOS -f;nﬂ.{u-r},(?u, ™ + sin f"'h-ﬂi"-'lr] T n, m) €
i a’Vgala)

Naar man nu heri giver cos Z;(a’) og sin 4,(a) exponentiel Form og dernwst udvikler alle

T .

i), ville i Exponenterne Koefficienterne til —-¢ Dblive

-

Funktionerne A, efter Formlen |
+14+2m4+1 og +14+2m—1.

Kun naar disse Koefficienter ere 0 eller et Multiplum af 4, vil Summen ikke forsvinde, og

dette vil kun veere Tilfweldet, naar de kunne henfares til Formen

- (1 — (—1)") L 2m.

| dette Tilfielde vil Summen kunne gives Form af Integralet (51), og ved Sammenligning

med dette erholdes



i 2 N(N—1)m

4 = = F [1} i-:,_-'q"l.’__!__]”jl.rn{-_j_ ? -B == () )
A _ | ——1™ 1 2m-1
Fog = kit (— "a' +a—2m+ 1)’ . o= J-—— = i
2\ ain =g o :
L JNeT i £
a® [ (—1)" I 2m—- 1 ? f__(—1™ 2 -+
i =5l L + 7 — A= N TR
24 a’ a® > i T R i o @'®
Er G ikke meget lille vil ifelge (52) Resultatet af Integrationen blive
- 21?:_1Y—] ii' I | E{ﬂ:!I[-—I]mu'J,—rr.—'lim—!—Hn:’ji (75)
' N l w41 ___dAAwm " ' .
e ,;(IIH_EL+'__%W_TI_)
(3 i1 L
Hvis man derimod har 6 = 0, erholdes ifolze (55)
+ — p=1)™ I AT
- = — ¥ e i -I_
_N(N=—1"}, / 6 (‘r’ % 1) 18 | @5 T g o' ® Fay 76
oot e : =— —_—= i = a & .
(N 4 1)t e =l I2m -+ | TH (—1)™ 1 2m-41\*
—t &rrj_ +&I-__h&.r:i_ a :l__."ﬂiﬂ," "I-a_a_'_‘ arﬁ_
Da man skal have @’ < ¢, vil man se, al Ligningen G = 0 ikke er mulig for N — 1 =

2m -+ 1 < N+ 1, medens derimod for alle andre Virdier af m Ligningen vil kunne til-
fredsstilles enten ved det ene eller ved det andet af de to i G indgaaende Fortegn.

Naar man i (75) betragter " som uendelig lille og dernwest for m setter 2m og
Zm —+ 1, vil Resultatet slutte sig umiddelbart til det i (62) fundne, hvor Udslaget i Ner-
heden af Centret er bestemt ad anden Vej.

Vi fortsette nu Summationen af Rikkerne (70) fra n = ny il n = n,, idet ny
er den hejeste Graense for n, som er mulig, naar Funktionerne ¢, og 4, skulle kunne
udtrykkes ved Formlerne (67) og (68). Raekkerne antage altsaa den i (35) givne Form, og

idet vi ogsaa her selle n = y + 2z, hvor v og z betragtes som hele Tal, ville vi indfore
falgende Belegnelser
p+ 1 = gsinf = @' sin " = asind = o’ sin Y, (77)
hvor de fire Vinkler #, #°. # og & ere beliggende imellem 0 og '} o anlages forelebig
tkke at falde meget nar ved disse to Grienser.
Al (67) lalger
I = cos fly, (a) = cos#'q, () = cosdg, (a) = cos ¥ g, la), (78]
hvorelter koetficienterne b, 6 0.5 v, blive bestemte ved
Neos ) — cos (Neos# - cosd)™m
by = ? b, = ANcos@eosll ———————=——
Nceost 4 cos ¥ s (Necos -4 cos ¢)ymt="
costl— Neos# Ly (cos #f — N cos #)"
— < —... e. = 2Ncos#Hcostl . _ ,
cosf + Neos '’ ¥y (cos # -+ Neos 2

NeceosH —cos#')m cos #— N cos #ym
\ ' — 2NV ecos #cos ¢ [ ”

2. = 2NVceosfcosll - " .
v, m 4 (N cos - cos @ym+t? Tem (cos # -+ Ncos #ymt!




De tilsvarende Koefficienter b,, b, 0.5 v. ville kunne ndvikles 1 Rakker efter Polenser
al z, saaledes il Exempel

- | dby 1 df-'y)*
o=t (ucnsff d# + deost dy )" 5 sy

Lizeledes er ifolge (68)

- Vg
Ala) = acosd ——+ (v+ 30,
- T 2" sin f 29 |1+ 28in*#) 2"
la) = &)+ (0—7 ) 2+ e
2 2acost ' ba®rostH 2ha? cos®H

ligesom tilsvarende Udviklinger erholdes for A, («'), Zula), Z,(d).
Vi wdtage nu ligesom tidligere de enkelle Led al Rekkerne (69) for &, og s, og
begynde med Antagelsen
Qky——1. 25, ——1.

Den i (700 for » angivone Sum, taget fra n = n, ll n = ny,, vil under denne Forudseining
indeholde Potensexponenten

(e FF—a@)i — (kFF— 2@+ (F5—0+F) e+ .. )1

g e e

Da RKoefficienten til z her ikke kan blive 0 eller meget lille, vil altsaa i delte Tillelde
Summen forsvinde.

Antages dernast

DA ()i . 24 )i
Ekﬂ S — &uﬁ “ 5 :?_3“ — — {:]-:ﬂ H:{ ;

vil Summen indeholde Exponenten

niw

(k't _!_'-_ 0 — J‘.‘:.u!_lf” —l— :}.. j“tﬂi) '1'."

Ee

hvori Koeflicienten til zz vil blive - - — (rﬁl—:—:—) + 2 (ﬁ—g) , hwilken Koeflicient heller

—

1| §

ithke kan blive (0 eller meget lille, da 24 — # maa viere mindre end 7 og tillige storre

end 0, fordi man maa have # = . Ogsaa i dette Tilfelde maa altzaa Summen blive 0.
Swttes endelig

IEE:*:1 Ala)l—(m=4-1) 4, (a'))i

3 8n = Cp,mi )

l-Il = Ef'H. £l E:E[‘I“ta!_‘-tﬂl_t_.[:llﬂ[aril-'i

vil Summen indeholde Exponenten

(kt :E" — dnla) + 24 0a) — (2in + 2) iuta'}) ¢,

hvort hoellicienlen Ll zz vil blive

Z@m+1F)—8420—2m+ 20 = 6.
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Antages nuo ligesom 1 (41) & = 2pz, vil Summen gaa over il et Integral af

Formen (42), hvor Koeflicienterne ville blive

sin o dA
)| =% —cos db ¢ R s
S R R R T el *dy
Fa = kt - {y%—-;ﬂi{;—%l?m—{— | =1) —acos ¥ +2acos ! — 2m~+ 2)a’ cos#',
i 1 2 2m 42
.FI = f__( | / ) L n _t"-? I-_,.H__ E i 2 1 Hi
2\ wcosd ' acosf dcost T.H.in!'?f BUHAGI e MR
. 1 kg :
l = mﬂ*—'lgalﬁ"{— Elgdﬂ'—!iﬂl-—l—ﬂ“.gﬂﬁf,
1 |
e — =i —(—1g? Y+ 21— (2m 4 2) 2B ) .

ising | 8sindg

| Stedet for det i Fu indgaaende Led (v 4 1) G vil man ogsaa, da v er et helt Tal, kunne
siefte p, naar Belingelsen G — 2px er tilfredsstillet.

Resultatet af Integrationen vil da vere givet ved Formlen (43) og, hvis man har
H — 0, ved (50), eller mere almindelig, naar & —2px ikke er 0, men megel lille,
ved (49).

Ved de samme Formler kunne ogsaa Resultaterne med Hensyn il et indre Punkt
hestemmes, idet vi da have at gaa ud fra den anden Ligning (70), som farer lil folgende

Vierdier for hoeflicienlerne

sin & 2l
] = t ——=(Fcos S e . B = .
) | Veos d (= cos V8, — (75 ) @I
T

G =2

—

(2m — (L)1) (D ¥+ 60— (2m 4+ 11,

Fa — kt+ v+ 1 G — ? (2m— () 1 T-1) 4 (L) d’ cos ' 4 acos l — (2m -+ 1) & cos ',
|
1 = — )t & aof) — (9 ir
H Eﬁinﬁ([gthﬁ—ktﬂﬂ Lm—}-]]lnﬂ’),
1 |
— - - Lt 4 LN rid gy
/ Hsmgﬁ(u_i g ¥+ tg® 6 — 2m 4+ 1) gt ¢)
B las o I () gt ¢+ te3d — (2m + 1) 180 ).
isinfl ' 8sin?¢V—" " ' i .

Det indklamrede Fortegn (-1} tages overall ens enten som - eller som — og bestemmes
niermere ved den Betingelse, at & — 2px skal viere 0 eller meget lille.

Tanke vi os den saaledes beregnede Lysbeviegelse i Hovedaxen frembragl ved
Brydning og indre Tilbagekastning af Lysstraaler, ville disse svare til alle de Lysstraler,

som  triefle Kuoglen i Afstanden v <~ 1 fra Hovedaxen. Indfaldsvinklen vil svare Ul #,
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Brydningsvinklen til #, medens # oz & blive de spidse Vinkler, hvorunder Straalerne
triefle Hovedaxen i@ Punktet @ uden for Kuglen eller i Punktet o inden for Koglen,  Efter
m indre Tilbagekastninger vil en indfaldende Straale vere omdrejel Vinklen

dw — ma 4+260—2m 4 2\,
naar Straalen er traadt ud af Kuglen, og Vinklen
dw=mgL—2m<+ 1)#,

naar Straalen ikke er traadl ud af hoglen.
For et ydre Punkt vil altsaa Betingelsen & = 2pz ogsaa, ifelge den ovenfor

givne Vaerdi af &, kunne undirykkes ved

-'Jm =‘?‘,‘+{Ep—-—];i-élﬂ,

hvilken Ligning udfrykker, at Straalerne ere omdrejede Vinklen # og enten el helt Antal
Omdrejninger, naar everste Forlegn leses og Skjeringen med &- Axen altsaa finder Sted
pai dennes positive Side. eller et ulige Antal halve Omdrejninger, naar nederste Fortegn
leses og Skjwringen foregaar paa - Axens negative Side.

For et indre Punkt vil Betingelsen & = 2px svare lil enten
dn=—8+2p+ 3 -LYxr eller o — F+2p—3 L Yx.

Det sidste Tilfwlde svarer til det foregaaende, hvor Straalernes Skjwring med Hovedaxen
lan uden for Kuglen, det forste Tilfwlde indtreeder, naar Straalerne efter at viere omdrejede
et helt Antal Gange og den stumpe Vinkel 7 — & treffer Asens positive Side, eller ved
al viere omdrejet et ulige Antal halve Omgange og Vinklen 7 — & Irefler Axens negalive
Side, noget som ikke vil kunne indtrede for Skjeringer med Axen uden for Kuglen,

Det ses saaledes, at overhovedet alle Tilfwlde, hvorunder et Punkt i Axen kam
trielfes al nogen af de Straaler, som uden for Centralstraalerne ere faldne ind paa Kuglen
og have lidt m Tilbagekastninger, ere indbefattede under Betingelsen G = 2par.

Naar for et Punkt & — 2pxz ikke kan viere 0, men er en meget lille Storrelse,
saa trefles Punktet ikke direkte af de retliniede brudte, men koan af de interfererende,
bajede Straaler.

Det er ovenfor omlall, al naar vi fra et vdre Punkt nerme os Kuglen langs Hoved-
axen, saa ville vi kort efter at have passeret el af Centralstraalernes Braendpunkler traile
en Amplitude, som er debbelt saa stor som Amplituden i Brendpunktet.  Herfra kan nu
Lysbeviegelsen videre bestemmes ved de ovenfor for el ydre Ponkt fundne Resullater.

Antages i disse Vinklerne meget smaa, ville vi have
— ¢ 20 —2m+2)0 = 0, og 2m+1-+1 = et Maltiplom al 4,

allsan er m lige for everste Forteen, ulige lfor nederste.



Fndvidere [indes

. l_ﬁ? m
A = 1¥4 iv?':Tﬁ?_"'ti‘l'E 2 I'g = kt — a —+ 20 — {?T” =1 ?}"Iru

og ved Udvikling i Rekke

l
60

H = 98+ 28% — (2m 4 2)6'3),

Udslaget, bestemlt ved (43), vil altsaa blive

—

A‘/fr,.-:n (f""l-l-—-) BN = — N ____ﬁﬂr . _--:--E(Fﬂ—l_%)i
(14 Ntz V. 95 1945 (2 + 2) '3 '
Bemarkes del nu, at naar, som antaget, Vinklerne ere meget smaa, vil man ifelge
(77) have afl — o'l = ad. hvorved del fundne Udtryk netop ogsaa bliver det dobbelte af
Udslaget i Braendpunktet, saaledes som dette er bestemt i (74, Del andet, lidet belydende
Led 1 denne sidste Formel er her ladet ude af Betragtning. Heral ses, at de fundne
esultater ogsaa gjelde for saa smaa Vinkler, at de slutte sig umiddelbart til de tidligere

for Centralstraalerne afledede Formler. Ganske det samme gjelder for de indre Punkiers
Vedkommende.,

. : - T . ]
Naar # eller #" nermer sig den ovre Grense 39 vil baade for et ydre og for et
indre Punkt £ nerme sig plus eller minus ==, og det ved (43) bestemte Udslag vil altsaa
g y U= =

a T ] - [ " ‘r & "
honvergere til 0. Naar for et indre Punkt # nermer sig :E" vil A konvergere il

S (N (T SR < 1 U ) S sl s ey er e ey
(=) 2 Vers I til (4-) osnheony o8 a i -+ () 7 idet
C = Kkt +prr——-%[2~m 14 acostl —(2m <+ 1)a' cos #'.

FFormlen (43) vil altsaa blive

A‘/ar (Fﬂ-t-——] R Vu:r 2sinfleosy (0 1&—:1 () 1))

T = !
2V cos .ﬂ;h 1

som, baade naar everste og naar nederste Forlegn laeses, bliver lig

Ly, mV2masinge

Naar nu o' antages at vaere et Punkt, for hvilket # nejagtie vil blive lig %r, og naar il
el meget narliggende Punkt a' -+ & svarer el af de to Fortegn (-1), saa vil til el andel
Punkl @ — A svare det modsatte Fortegn. Det ses imidlertid af del ovenfor fundne Resultal,
at for begge disse to megel narliggende Punkter bliver det beregnede Udslag del samme

og nathiengig al’ deres Afstand fra Punkiet «, hvoral kan sluttes, at de fundne Formler

. i AL = : A . T
ogsaa forblive gyldige i Tilfwlde af, at & naar selve Griensen 5

g
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De i dette Afsnit fremstillede Resultater omfatte saaledes alle de Tilfielde, hvor
Lysstraalerne efter at vere tilbagekastede og brudte et vilkaarligt Antal Gange enlen
umiddelbart eller, i Nerheden af Brendpunkterne, ved Inlerferens traefle Hovedaxen.
Foruden disse Tilfelde kan der ogsaa blive Spergsmaal om Virkningen af de uden om
Kuglen gaaende Straalers Baojning, men disse Bejningsfienomener optraede kun i Nwerheden
al Kuglens geometriske Skyggerand og ville i et felgende Afsnit blive gjort til Gjenstand
for en nermere Undersegelse.

Som almindeligt Resultat af det her udviklede fremgaar, at den til Amplitudens
Kvadrat svarende Lysintensitet fremiraeder meget forskjellig i de forskjellige Punkter af
Hovedaxen, snart som en Sterrelse al samme Orden som Enheden, det vil sige, som In-
tensileten af det indfaldende Lys, snarl, nemlig i Centralstraalernes Brendpunkter og i de
andre Straalers axiale Brendlinier, som en Starrelse af Ordenen «, og endelig ogsaa i
nogle af Brendliniernes Endepunkter som en Sterrelse af Ordenen a3, | disse sidste
Braendpunkter vilde altsaa for en uendelig stor kugle Intensiteten viere sterre end i el
hvilket som helst andet Punkt i Axen (saa vel som ogsaa uden for Axen), men i Virke-
ligheden bliver, naar vi holde os inden for de praktisk mulige Grenser, Intensiteten i
disse Punkter altid betyvdelizg mindre end i Ceniralstraalernes forste. til m = 0 svarende,
Braendpunkt. Tages som Exempel N = 1,5, vil der forst fremkomme el saadant ydre
Brendpunkt efter tre indre Tilbagekastninger. Seties nu m = 3, vil man finde

¥ = T38°3916,6", & = 39°46°158", # = 9°826,8",
svarende til G = 27 oz H = 0. Anlages endvidere ¢ = 400007, vil man af Formlen
(50), hvori kun Leddet af hejeste Orden medtages, finde Amplituden 24,681, Intensiteten
609,14, medens Intensiteten i del forste Brendpunkt, som lidligere vist, er 217311, altsaa
mangfoldige Gange storre.

3.« meget stor. Bevegelsen uden for Hovedaxen.

FFor Kuglefunktionen /£, (cos ¢) haves den bekjendle Udvikling

n

J L] & # l
D50 = 2 —_—— e 1S r L | —
P, (cos¢) 5 1. 9% (anny e e cos(n—2)¢ +

5 2n(2n—1| _ =3
(2n—1)(2n—3) 2.4
hvilken Rikke, naar n er ulige, ender med det Led, som indeholder COS ¢, OZ naar n er
lige, med et konstant Led, hvorafl tages det halve.
Vi ville nu her forudsatte, at ¢ ikke er 0 eller meget lille, og at n er el megel
stort Tal. Man vil da som bekjendt ved Summation af Rakken erholde det allerede af
Laplace fundne Udtryk

cos (n—4)g + .. ) :

Yidensk, Selsk. Skr., 6. Rzkke, naturvidenskabelig op mathem. Afd. VI {1,

=."1
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9 )

Cos ({ﬂ ) — ?J .
Heraf dannes endvidere, med Bortkastelse af Storrelser aft lavere Orden,

d by (cos ¢) oy 1% | ’ T
Lfg: QI-IE““ (:n - -._,}g;—I) ;

/
I (o8 @) = l :
Tn sin @

Denne Vierdi indsmites i Raekkerne (31).  Da det betragliede Punkt antages al ligge nden
for Hovedaxen, vil det ikke kunne ftraefles af Centralstraalerne, som svare til n < n,,
hvorfor Summationerne her kun behave at udferes fra n — n, Uil n — ». Rekkerne
ville saaledes kunne udtrykkes ved

E. = 'l‘ﬂ"l"}bz /.‘I i.]gﬂ {HJ Elﬂ ({H_'i_%':@_i_r) .ﬂ('”_ in{ﬂj)igkﬂj
LU ins ﬂlugc 5 4
g _ ,sing ‘f, 24u(a) e ({H At L ,E) ﬂ(“‘ : ~1,,{a1)r'2 5
"y ﬂ'Hblﬂ n I
= r (79)
|'. a0 - _!14-
= t"[}*-.ﬁ-’ ‘/.r "'gn{ﬂ'-} sin ({ﬂ i %}P_E) E(h ) S ;{H{{L}EL
TN sing i
9 anla) ; B
oo, L t"} l g’-’-!f:” sin (En+ %]iﬂ—z)ﬂ(ﬂ }thlﬂ Anld) 28,
¥ mHSINg 4
Vi indskraenke os i dette Afsnit til at udfere disse Summationer indlil n = n,

det vil sige, indiil den hejeste Grense for n, inden for hvilken Funktionerne g, og A, lade
sig udtrykke ved de i (67) og (68) givne Formler.
Al Rekkerne for KA og S udtages, med Anvendelsen af samme Fremgangsmaade
som i det foregaaende Afsnil, den til
2y ——1 . Ray=——1
svarende Del. Leddene heri ville komme til at indeholde de to Exponenter

(lt—-T; B o (ln+ 3 _E) ) &

Swettes heri n = v - 2z, blive ved Udviklingen efter Polenser af z Koeflicienterne til 22
G=—981¢,
hvor Vinklen # ligger imellem 0 og 5, Vinklen ¢ imellem 0 og =, uden at de naa disse

Granser.  Betingelsen G = 2px vil derfor kun kunne tilfredsstilles for p =0 og # = ¢.
Dette forudsal, kan Summen forandres til et Integral af Formen (42}, hvorefter man for
Rhickken K ved Sammenligningen erholder

tm.;;:

s H}-«{}_"'!
4 = < ‘/ = — :
2ai Tacos g sin 8in ¢ 5{3 ﬂqmgl/ ﬂ'a:nup

L

e

b . j: — =

Fa = kt— acose — =i
¢ R :E'ru*nra?:!



D

Det ved (43) bestemte Resuoltat af Integrationen bliver

— L_ﬂ?{flﬁ_ E{.l'.!—et eos @) f .
asin ¢
Der er herved, paa Grund af Ligningen # — ¢, forudsat, at man har esine¢ << & og
0< ¢ < g Er dette ikke Tilfieldet, bliver Resultatet 0.

Tilsvarende for Rakken S findes
; sin ¢
@ sin e

Akt—acos )7

Ved Inds@tielsen af disse to Udtryk for A og S i Ligningerne (17} erholdes, med Bort-
kastelse af de Led, som ere af lavere Orden end Enheden, den filsvarende Del af Kom-

posanterne &, 7. £, bestemte ved

C; — — RiN 55.. CO8 ELIFJ, E:‘H-—ucusgﬂ‘;i : ?::'E i CUEE&‘ Eﬂﬁ&f’fﬁl!_"ﬂﬂ&?} i : :e — &in ‘;J. L,{.U—r]u-usﬁl’-'ji h

hvilke Veerdier ses at viere ligestore med de i Ligningerne (13) givne Udtryk for kompo-
santerne af det indfaldende Lys med modsat Fortegn. Dette Resultat udsiger saaledes
kun, at naar de tilbagekastede og brudte Straaler holdes ude af Betragtning, og huglen
altsaa betragtes som fuldkommen sort og uigjennemsigtig, saa vil der vaere fuldstiendig
Morke bag ved den belyste Kugle uden for Hovedaxen indtil en vis Afstand fra denne.
At det ogsaa er Tilfeldet i1 Hovedaxen er vist i det foregaaende Afsnit.

Vi udtage dernwest det Led af de to ferste Ligninger (69), som svarer il

9 jl” 3 '

2 24 (a)i
2 ST bﬂ (& . ESH —_—— f‘i‘n‘- /il .

Disse Vardier indsatte i Rakkerne A og S ville give Led med de to Exponenter
niw - . . . s s
(lﬂ——fj — /n(8) + Eﬂfﬂlﬂ}ﬂ: ({” + iﬁgﬁ __-*i_)) ¢,

hvor, ved Udviklingen efter Polenser af z, Koefficienten til zZ bliver

G=—a—d+20+¢.
2 =6
Da man maa have # >4, svarende til @ > o, kan Belingelsen G = 2px kun tilfreds-
stilles for p = 0 og naar everste Fortegn leses. Altsaa er
G=—a—93+204+¢ = 0.

For Summen K erholdes dernest ved Sammenligning med Integralet (42) Koef-

ficienterne

. cos b, . o
A = —i . = }'mzkt—acnsﬂ+2ucﬂsff+iz,

al/2 7w a cosd sin b Rin @
— g+ 21g6
2 sin # ;

H=
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hvorefter den ved (43) bestemte Vierdi af Integralet bliver

— €05 ‘Ill_b'f'_ T = Ny E{k!—aﬂﬂﬂﬂ—l—-?atnsﬁ}i '
al/cos # sin @ —tgd+ 2tg )

Tilsvarende findes

S — —zfsingf:_cy

= 0 I e ) Etk!—ucusﬁ—i—?txtnﬂﬂ]i
aleos ¥sing(—tgd+ 21tgf)

-

Idet disse Verdier skulle inds@ttes i Ligningerne (17) til Bestemmelsen af Sving-
ningskomposanterne, kunne forst folgende, mere almindelig gjeldende, Bem@rkninger gjares.
Naar Riekkerne (79) for K og S ere forandrede til Integraler, vil ved Differentioner med
Hensyn til @ og ¢, naar alle Storrelser af lavere Orden bortkastes, kun Potensexponenterne
komme i Betragtning. Disse ere belegnede ved Fai¢ og man har

d Fa
= {F — Ypa.

dy b
Da ethvert Multiplum af 2z2 kan tenkes udskudt af Exponenten, vil man, naar man i
. . : il d Fa :
Stedet for v valger # som uafhangig Variabel, altsaa have T (), hvorafl alter felger,
naar tillige e er variabel,

gy cOs ¥

—— = — 08 ¥,

da
Endvidere maa ¢ indgaa saaledes i Fa, al man faar

d Fa :

dp = ) = Lasind,

Fortegnet svarende til det Fortegn, hvormed ¢ indgaar i Fa.
Man vil saaledes erholde almindelig
§ — sin?dak . E,,. = L sindcos $akK, & — F7sindaS. (80))
Dette anvendt paa det ovenfor beregnede Tilfwelde giver

gecos ) —pesindd = 0,

[ -4
= — wos by sin : e R T
E sind -+ 7 COS fIEEIE 'L ¢ty £ pllit—acos ¥+ 2acosd)i ,
Veos # sin pl—lgd 4218
el Ei_ll_gj Cy 8 in 2 (kt—a cos 342 acos &) i
& e 3

Veos ¢ sin i.’-*_i.; te —!—_E_I.,u; t)

Denne Del af Lysbeviegelsen svarer Lil Beviegelsen i de fra Kuglens forreste Flade
lilbagekastede Lysstraaler, og de samme Resultater kanpe let ndledes ad elementier Vej.
ldet # er Indfaldsvinklen., # den spidse Vinkel, som den tilbagekastede Straale danner med

Radiusvektor, vil Loven for Tilbagekastningen give —x— 8420+ ¢ = 0. Den lilbage-

7 . )
5 COs A (Alstanden maalt med

E

kastede Lysstraale har et indbildt Brendpunkt i Afstanden
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%r som L@ngdeenhed) fra detl reflekterende Fladeelement. Del betragtede Punkts Afstand

fra dette Element er acosd¥ —acos#, og dets Afstand fra Briendpunktet acosd —Jacosf.
Ligger det betragtede Punkt i selve Kuglens Overflade, har man =0 =n—¢,
og med det valgte Axesystem ere her Komposanterne af det indfaldende Lys

g, — singcos¢C, 7, = cospeesgdC, U, = —singC, C = elttrecdyr,
[ Indfaldsplanen er altsaa Svingningsudslaget
;Emﬁ —&,8infl = —cosdC,

som ifnlge Fresnels Love ved Tilbagekastningen forandres til -

te (60— #)
= _cosC = b, cos &C
tg{ﬁ-{-ﬂi{“ﬂﬂ"’lf , c0s O
medens det paa Indfaldsplanen vinkelrette Svingningsudslag efter Tilbagekastningen bliver
sin (1 — #')

Y gndl = —é. s
ST ¢ C e, sin ¢ C .

I den tilbagekastede Lysstraale maa dernmsst Intensiteten aftage i samme Forhold
som Lyset undbreder sig over et sterre Fladeelement og Amplituden altsaa i Forhold tl
Kvadratroden af dette Fladeelement.

Dette Fladeelement er i det betragtede Punkt bestemt ved

>

7 ;
(u COS o — = €0S f‘?) 2df.asingdy
som for @ = a, hvorlil svarer ¥ — # — z— ¢, gaar over til

acosfidf. . asintidd.
Forholdet imellem disse to Elementer er

22 sin # cos @ sin? ¥

2acosd — acosflasing cosdsing(—igd + 21gh)

idet « og a elimineres ved Ligningen a sin ¥ = « sin 4.

Det vil ses, al man saaledes kommer nejagtig til det samme Resultat, som ovenfor
blev fundel.

Inds@ttes endelig det almindelige Led af de to ferste Raekker (69), nemlig

2(4, (@) — (m—-1) 4, (a') )2

’{‘ﬂ o bh m € ’ 8p — fCn m-ﬂﬂmn[m_m!_}_”in ':ﬂr”i

3

i Raekkerne (79) for K og 8, ville Leddene indeholde Exponenterne

(kt—?— .-":H(ﬁj ‘I_ ;-] -‘lﬂ{ﬁ” e l2ﬁ1_|_ EL‘L!‘E;F i—('lﬂ_{_é}p _i:iE ))i *

Yed Udviklingen heraf efter Potenser af z, vil Koefficienten til z¢ blive

G=ma—9+20—2m+2)0 L ¢.
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Heri er ma + 20— 2m-L 2\ = Jd, den Vinkel, som den indfaldende Straale er
omdrejel  efter m indre Tilbagekasininger (8. 31), saa al Ligningen ogsaa kan skrives
7 — dy— ¥ --¢. Det ses heraf, al Betingelsen G = 2pz er opfyldt, naar Indfalds-
vinklen # er valgt saaledes, at Straalen efter m indre Tilbagekastninger trefler det belrag-
tede Punkt, og at everste Fortegn maa lieses, naar dette Punkt og den indfaldende Straale
ligge paa samme Side af Hovedaxen, nederste Fortegn derimod, naar de ligge paa mod-
satte Sider af Hovedaxen.

For Summen A erholdes dernmst ved Sammenligning med Integralet (42) Koeffi-
cienten ] 2 cos b, m

_{'g —— -1|. I - _. — . -
al2me cos d sin f sin ¢

-
]

for Summen S Koefficienten

B || O, e il

5

" al2xacos ¥ sin # sin ¢
og for begge Summerne Koefficienterne
Fo = k—acosd + 2acos ! —2m+ 2)a’ cos ¥+ (p—tm T Ym,

l .
ff _— = I ¥ D te fl— (2 N e i
ssmpt BY 218l —(@m-21gd),
1
= " —ge¥g | 9endg__ (9 ) te3 @)
4 f .‘.-'«ill"-’ﬁ{ te®d - 26230 — (2m 4+ 2)tg2F).
Resultatet er givet i Formlen (43) og i Tilfelde af, at man har H — 0, ved

Formlen (49). I det forste Tilfielde vil Udslaget, hvis Komposanter ere bestemte ved Lig-
ningerne (80}, blive af samme Orden som Enheden, i det andet Tiltelde (H = (), som
repriesenterer alle Brendfladerne, vil Udslaget blive af Ordenen «f, Intensiteten af Ordenen
«%. Da alle starrelser, som ere af lavere Orden end Enheden overalt i denne Regning
bortkastes, vil man altsaa her kun have at medtage det forste Led af Formlen (49).

Hvorledes Lysbevaegelsen i Nwrheden af Driendfladerne er beskallen fremgaar af
de til Formlen (49) knyttede Beregninger og eflerfolgende Diskussion. Det ses heraf,
at naar A nermer sig til 0, hvilket sker derved. at vi nerme os Brendfladen fra den
Side, hvor de relliniede brudte og m Gange tilbagekastede Lysstraaler Kkunne naa hen
(7 = 2pm), saa vil Svingningsamplituden voxe gjennem en periodisk Beviegelse fra at
viere af Ordenen «° til Ordenen «f. Del sidste og sterste Maximum naas, forinden vi naa
til selve Braendfladen, hyorefter Amplituden aftager til den ved Formlen (50) bestemte
Storrelse, svarende il selve Brendfladen (H = 0, & = 2pax). Derefter altager Ampli-
tuden huortig Gl 0. I Maximalpunktet n@ermest Braondfladen er Amplituden 1,504, Inten-
siteten 2,262 Gange storre end i Braendfladen.

Da Bestemmelsen al Lysintensiteten i og i Nwerheden af Briendfladen har sworlig
Interesse, navolig af Hensyn til Regnbuens Theori, skal jeg legge Formlerne herfor

nermere tilrette for den numeriske Beregning,



b
Lysintensiteten af de m Gange fra Kuglens Inderflade tilbagekastede Straaler veere

i det ved ¢, ¢, a bestemle Punkt betegnet ved Ilnfg). Amplituden bestemmes ved Lig-
pingerne (80), hvorefter Intensiteten, Amplitudens Kvadrat, findes udtrykt ved

L.l¢) = a® sin* # Ampl. (K* 4+ §?).
Ifolee den almindelize Formel (49), hvoraf kun det forste Led medtages, er

2 cos Pl m
alam cos siuﬁsing ;

4
.'i ﬂ'ﬂ'

g 3

Ampl. K* 0242, hvor A% =

ll

‘ 9 et A%
L Q2A42. hvor 42 — i B o0

Ampl. 82 : E WL .
P 0 3 atgm cosd sinfsing

{

Er det indfaldende Lys upolariseret, hvad vi i det felgende ville forudsaztte, erholdes
Intensiteten som den til alle Verdier af ¢ fra 0 til 27 svarende Middelvierdi.  Der smites

derfor

EUSE Ef-' bﬂyr m "I_ 5][12?{’ cﬂh‘m m T .i [EJEP!, i ....1|._.. EEP, .FHJ b
hvorefter vi med den ovenfor angivne Vardi af [/ erholde
45 Q2 sin? 6 sin® ¢ )§ .
i) — il I ot T e 0 [l e SR
nlf) 97 sin ¢ cos # sin (—tg“aﬂ*+21g3ﬁ—{2¢n+ ) tgs H (9%, m €%, m)

Indfores to nye Betegnelser p og p' ved

g = plgt', Neph = p,

erholdes |
(Necosf —cos )" 9 ! fl—p'}"

(N cos O + cos )"+ ()

, (cos # — Neos )™ (1—p)"
= Ne 08 e 2y — =
i FBE ol (cos # + N cos #)"t= ST e pymts

bym = 2Ncosfcost
n

e

Tillige ere Vinklerne #, # og # bestemte ved

- P?E__:J!\_Jrﬁ r
sinf/ = Nsin ff — I e = 2p—m—1)tg ¥,
p P
ligesom man ogsaa har
asin ¥ = asinf, ai—=2xR, al = 2n7r,

idet B er Kuglens Radins, » Punktets Afstand fra Centret, begge maalte ligesom 4 med

en vilkaarlig Langdeenhed, saml (se Side 17)

= 3(}’)*1#*.

il

Ved disse Substitutioner kan Intensitetsformlen gives Formen

Wwe
Imtfi’} —

2in @

G (al

hvor €, er uvafthengig af ¢ og bestemi ved
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% 1}_32.435’2“"12_”( Bigt—NHt. )“( wll=0E" g (] '—_P‘i) (b)
w2 EDS;?{;}?—-H ﬂﬂpﬂ-'llé{_}?ﬂ-—-ﬁ {P_m_”:l___ H—I'}E “+P’}Em+4 P {1+P}2m+4 L

pVY N — 1
Vp® (Nt — 1)+ 4(p—m—1)%(p — N?)

Den i Formlen (a) indgaaende Storrelse W oer bestemt ved

Cos ¥ —

W = Ruﬂsg (w3 — mowdeo ,
o'l 2

hvor m’ er afhengig af ¢ paa felgende Maade, Man antage ¢, at viere den Verdi al' g,

som svarer til Brendfladen og altsaa er bestemt ved
G=mr—8+20—2m+290-Le, = 2p,7,

hvor p, er et helt Tal. Fortegnet for ¢,, som ligger imellem 0 og =, bliver bestemt ved

selye Ligningen.

Settes nu ¢ = ¢, [ d, erholdes G — 2p, @ — — 4, men ifalge (46) er
G 9 1\i IR
—2pyr = —e| 5], hor e = (5] m.

Saaledes erholdes, naar tillige den givne Verdi al / indfares,

- (:r)% ,(—tg“*ﬂ+ﬂtgﬂff—tﬂwn+ﬂptgﬂﬁ’)§
0 == 1 =1 M —- ™ . ' 3

2 6a®sin®#
og med de ovenfor benyttede Substilutioner

0 = m (E{P_E_ H{P.H.T*“Pj m—1)*—m— 1)(p® — Vﬂf)é
48 R p3 (N? — 1)2 s

I Tilfielde af, al @ kan belragtes som uendelig stor (Regnbuen), har man # = 0,

(c)

p = m -+ 1, hvorved Formlerne (b} og (¢) reduceres (il

R* "iﬂpﬂ{f\m—-” H{pi-ﬂ—-ﬂm]% 3 o “_P"}Em . “_P}Em ;
O = — 3 St —;) et et e (h')

i pr=it 6Appi—1)2 (14-pjmE (14-p)*mt

12int__ 1) {n2— 3\ 3
= :h'v.a"('1 P : !;-{E; N:P)E (')
IS REpE(N*—1)2

Ligningen W = 0, som svarer til Z,l¢) = 0, giver, som omlalt Side 17, en

Rickke Vardier al w/, hvoral den g-de for tilstrakkelig store Veerdier af g er besteml ved
m = S{Q—;}}%. Hertil vil svare

A T2 112 (e NM1E /3 %
0 =J- (il) [{p u” E:U _iw_]‘u(ﬂ_{ig_n)‘
4 \4 P2 (N2—1)2 I

under hvilken Form Resultatet, udledet ad elementer Vej, nylig er fremstillet af M. Boitel'),

" Jdourn, de phys. 8.1 L8, p. 282, 1889,
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dog med den Forskjel., at paa Ligningens venstre' Side traeder hos Boitel tz ¢ i Stedet for
3. Ved Beregningen af nogle Forsog med en Glasstang ‘har derimod Mascart?) benyttet
Formlen ¢ = Alg — -Hg og fundet selv for temunelig store Vardier al 4(9°%) en god Over-
ensstemmelse imellem Forseg og DBeregning.

Intensiteten i selve Brendfladen (" = 0) er bestemt ved

My 12\ G,
Iﬂaiﬁ:‘fnl = —Lj]— (—)

) S,

hvoraf atter den egentlige Maximalintensitet, som svarer til m' — 1,0845, med til-
straekkelig Tiln@rmelse (idet den til denne Vardi af m" svarende Vierdi af ¢ i Reglen bliver
meget lidt forskjellig fra ¢ ) kan findes ved Multiplikation med 2,262. Paa denne Maade
har jez beregnet Maximalintensitelen i et Par Exempler.

Man antage R = 10™ N — 1,5, 1 = 0,0005™, . — 1. For el ydre Punkl
nmiddelbart ved Kuglens Overflade er »— R, # —#, tgf = itz f, altsaa p =4, p’'— —ll—?
ldet C,, bestemmes ved Formlen (b}, findes med disse Talverdier Maximalintensiteten lig

4.5423. Da denne Intensitet er proportional med A3, ses heraf, at selv for meget, indtil

nesten 100 Gange, mindre Kugler vil Intensiteten blive sterre end 1. 1 en Afstand af en
10
F o

haly Radius fra Kuglens Overflade er » = 108, & = 0, p = %1 P hvortil
svarer Maximalintensiteten 0,9423. . i

Af disse Resultater fremgaar det, at der i saa godl som alle praktisk forefaldende
Tilfzelde af gjennemsigtige Kugler vil kunne findes Steder udenfor Kuglen. som blive belyste
lice saa sterkt af det direkte indfaldende Lys, som fra den anden Side at det en Gang
fra Knglens indre Flade tilbagekastede Lys, hvor delte er sterkest. Da saadanne Sleder
vistnok let ville kunne opseges experimentall og ved de meddelte Formler ligeledes ville
kunne bestemmes theoretisk, vil der herved viere givet et godt Middel til af kontrollere

Overensstemmelsen mellem Forseg og Beregning.
Som, el andet Exempel vil jeg vielge en Kkugleformig Vanddraabe med Bryvdnings-

i .
forholdet 5 For mm = 1 og a uendelig stor findes her

_ R? fR\3
Maximalintensiteten = ll,{lﬁ??HF (T) ;

Tages til Sammenligning en anden ligesaa stor Kugle med fuldstendig Tilbage-

kastning, vil i samme Afstand Intensiteten al det fra den forreste Flade tilbagekastede
o

Lys vaere — . Disse to Intensiteter ville altsaa viere lige store, naar man har £ = 51,30/,

3 T

som for A =— 0,000585™™ giver £ = 0,03™™.  Ved en Regndraabe med en § Gange saa
Yo Gomples rendus de UAcademie des Seiences, 106, p. 1575 1888,

Vidensk. Selsk. Skr., 8. Riekke, naturvidenskabelip op mathem. ARl VI, 1. (¥
:
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stor Radins vilde Maximalintensitelen af ®det fra den indre Flade en Gang tilbagekastede
LLys viere dobbell saa stor som den Intensitet, man vilde erholde, naar der i Stedet for
Regndraaben saltes en ligesaa stor totalrefleklerende Kugle.

| Stedet for en enkelt Kngle ville vi nu tenke os en Samling af lige store adskilte
Kugler, alle lige stwerkt belyste af de parallele indfaldende, upolariserede Lysstraaler, hvis
Intensitet vi sm;ette lig 1. Knglerne antages at ligge saa tel eller i et Lag af saa stor
Udstriekning, al Synslinierne fra den fjernt slillede lagttager overall treeffer en af Kuglerne.
Den hele Mengde af Kugler, der ligger inden for en Kegle., hvis Spids er i lagltagerens

Wje og som omfatter Enheden af Rumvinkel, vil da udsende Lys, hvis Intensitet i Keglens
?.2

s

kalde Intensiteten af det Lys, som indenfor Enhed af Rumvinkel treffer lagttagerens Oje,

Spids er Gange storre end den Intensitet, som skyldes den enkelte Kugle. Idel vi
den tilsyneladende Klarhed, ville vi altsaa for en saadan Samling kugleformige

Regndraaber med Brydningsforholdet have

ws| e~

1

Max. af tilsyneladende Klarhed = U,UETES:—r (f’)a ;

For en lignende Samling af totalreflekterende Kugler vilde man, unafh@ngiz af

Kuglernes Starrelse, erholde den tilsyneladende Klarhed o Ved Sammenligningen maa det
HIT

imidlertid her bemarkes, at all del Lys, som ved en enkeltl Tilbagekastning gaar ind imod
Systemet, ved nye Tilbagekastninger fores tilbage igjen, hyorfor den tilsyneladende Klarhed

.3 5l | : ! :
her retlest ber fordobles eller sattes lig 5—. Dette forudsal, ville de fo Systemer ved

enkeltfarvet Lys eller betragtede gjennem et ensfarvet Glas ses med den samme lilsyne-
ladende Klarhed, naar Regndraabernes Radius er § Gange saa stor, som ovenfor beregnet,
altsaa naar den er 0,24™m,

Lystenomenerne ved den her betragtede Samling af Regndraaber svare il de
fuldt ndviklede Regnbuer. Beregningen al disses og de surnumerere Regn -
buers tilsyneladende Klarhed vil nu for de enkelte Spektralfaryer kunne udfores ved de
meddelte Formler (a), (b, (¢ i Forbindelse med en Tavle over Integralet W. Her skal
sluttelig kun som et Exempel. der tillader en hontrol ved lagttagelserne, anfores, at den
anden, efter to indre Tilbagekastninger fremkomne , Regnbue efter Beregning har en
7,864 Gange mindre tilsyneladende Rlarhed end den forste Regnbue, selviolgeliz forudsat,
al de ere dannede under samme Betingelser.

Lysbeviegelsen i en Kugles ITndre bliver al bestemme ved Hjelp al Rekkerne for
K" g S (7T9), idet heri selles

R, =5 .-;n{"!u'!m_r‘h” H1) A, la))i 8, = :I';'“['r”_[;"]m_!_“"I'rr{”"};.
| i i 5 bl o
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Der vil i Leddene fremkomme de fire Exponenter

T

(kﬂ _?—F {i“;:w{ﬂr} -+ j.ﬂlll!.!i — (2m - ”j-u‘ﬂ'li i({ﬂ i %f&- __) )i 3

i

som ved Udviklingen efter Potenser give som Koefficient Ll z1

G = (2m — lig—k[i} (c?'—;—r)-l—-ﬁ—{ﬂm—{— HWe' ¢ .

Heri er ma -6 — (2m 4+ 1) # = 4, den Vinkel, som den indfaldende Straale er omdrejet
efter m indre Tilbagekastninger. Betingelsen G — 2pxz giver den narmere Bestemmelse

af de to debbelte Fortegn, oz det vil ses, al ligesom for el ydre Punkl svarer woverste
Fortegn for ¢ til det Tilfalde, at det betragtede Punkt og den indfaldende Straale ligge ]}:.1:'1
samme Side af Hovedaxen, samt at # og ¢ have samme Fortegn, naar den Straale, som
traefler det betragtede Punkt, skjzrer Hovedaxens positive Side, men modsal Fortegn, naar
Skjeringen falder paa Hovedaxens negalive Side.

Ved Sammenligningen med Integralet (42) erholdes derniest for Raekkerne A og &
henholdsvis Koefficienterne

;e T L IR |
a'V2zma cos ¢ sin 4 sin ¢

samt for begge Rakker

Fa = kt + (1) (u’r{rs #’-{-—;—T) + acos b — (2m -+ 1)a cos ' (p ——%m—}— %Ti) T,

1
H = e H(qi] g +tgfd—(2m+ 1)tgd'),
I = — 1 . -(H—J ted ' 4 ted ¢ — (2m - 1) L H').
Gsimt )= = 7 ' : <
Til Bestemmelse af Svingningskomposanterne &, 7', & tjene de med (80) analoge
Ligninger
E — sin? ¥ a'K';, y —=F(Lsindcosd¥aK, = FiadsmdS. (81)
Lysheviegelsen er saaledes bestemt overalt, for saa vidt det er tilstreekkeligt at ud-
fore Summationerne med Hensyn til » uden at overskride Grensen n — n,, hvorved er

forudsat, at Formlerne (67) og (68) for g, og 4., der atter bestemme Funktionerne v, og
w,, ere brugbare. Naar denne Granse for » maa overskrides, bliver del nedvendigt at
sage andre Udviklinger for disse Funktioner, hvad jeg i del felzende Afsnit skal gaa over til.

g - 7 o s . ;
Endnu skal kun bemerkes. at naar ¢ naaer Griensen — i isolerede indre Punkler.
I‘.] !

saa lader Beviegelsen sig ogsaa her beregne ved de givne Formler, hvorfor Bevisel kan
fores paa samme Maade som i det tilsvarende tidligere (Side 32) behandlede Tilfelde, da
Punktet var beliggende i Hovedaxen.

t
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6. Fortsettelse. Fuldstendig Tilbagekastning, Bojning,

Funktionerne o, og w, kunne ogsaa bestemmes paa en anden Maade end den,

som tidligere (Side 22) har vaerel benyttet, ved en ievrigt zanske Llilsvarende Udvikling.
Man har identisk

b | Un
] §log . _ —%lﬂﬂ'T
Un = 1,.’1?“ Wy € v g, Wy = F'i’n oy, € b
Sielles
l y
Uatlln — T4 2 [”{tr 'f_f-:;; == fln
wil man allsaa have
Uy =— I-"f?'u ¢ s Wy = Ir’frﬂ e Hn . {HE:’
Med Benyttelse al Ligningen w,v, — wye, = 1 vil man endvidere, naar den
Variable betegnes ved a, erholde
) I
g R 3 (83)
da 2
hvoral ved Inlegration og med Indferelse af den til @ — 0 svarende Vardi al p,
. a*ntt R" ( I 2n+ |
i = = log ———— s F\da|{—— — : (84)
M =t RE TR EORET) & %% 2a

Endvidere give Raekkerne (22) og (24) for v, og w, ved Multiplikation

2a (2 a)? I (2a)® 1.3 :
Vg = — | e : il — v )
2n+1 " (20— (2n+1)204-3) 2 T (2n—3) (Zn-—1)...12n4+5) 2.4 T il

Rigtigheden af den her antydede Lov for Raekken kunde ogsaa vises ved Dannelsen af
Dilferentialligningen for »,. Man kunde, idet w, anlages at tilfredsstille Differentiallig-
ningen (21}, mere almindeliz s@ette

a1
Uy — l‘j;’:t e i 3 IHH]
som indsal 1 (21) ferer til Ligningen
d*p,, | (dpa\*® T . 1 T S
Poge =3 ( L.'TE!-) + (I e ) i+ 2¢% = 0, (8T}

hyvoral atler ved Differentiation fremezaar den linemre Ligning

3 ot il |
i 1+ 4 (] Sl ol ”) dpy 1 L ninct “pﬂ — 0. (88

a= da 3

Ligningen (86) svarer lil Ligningerne (82) for p, = r, og ¢ = - }, ligesom den svarer lil

Ligningerne (63) for p, = ¢, 0g ¢ i, Altsaa maa den sidste Ligning (88) tilfreds-
stilles saavel for p, = g, som for p, = r,, og det vil da ikke veere vanskeligt ved Hjzlp

al denne Ligning al kootrollere Rigligheden al Lovene i de for ¢, og », angivne Raekker.



Saavel » som a belragles som store Tal, begge al Sterrelsesordenen a.  Naar vi
endvidere ligesom Lidligere ved Summationen af Rwkken for ¢, lade alle Storrelser af
lavere Orden end Enheden ude af Betragtning, saa vil under visse Betingelser Rakken

(85) kunne summeres ved

P = = . (89)

Vot —a

Betingelsen maa bestaa i. at a ikke overskrider en vis Griense, men ved nermere Belragl-

ning af Rakken vil man snart blive opm@rksom paa, at Bestemmelsen af denne Griense
frembyder visse Vanskeligheder, Rakkernes Led ville nemlig for @ < n forst aftage, naa
el Minimum og derefter voxe, faa vexlende Fortegn og naa et Maximum for sluttelig al
aftage til 0. Saaledes har det Led, som gaar forud for det forste negative Led, allerede
naael Storrelsen

(2a)?n+! 1.3...2n—1
1.3...4n<1 &2 2
som for ea >2n+ 1, LEx. a — 0,75n, med voxende n voxer i del uendelige.

Det vil derfor viere nedvendigt at bringe Rakken for », under en anden Form.
Ved Hjelp af Ligningen

Bl v ].:'?.__.3...?#1_ 1) S T . Al
(2n—2m+1)2n —2m~+3)...2n42m4+ 1)

kan lwekken (85) gives Formen

|
(— 1™ S da sin (2n 4 12 sin*"z |
L

i
9 ) _2; ) at . g a‘
= i 3 5 o e e BRIV e
2r, =— 2a un: sin(2n + lj.’i'.'(l This x4+ [Z 93 sinta ) :
og med Benyttelse af den Besselske Funktion J,
%
210 = ‘Ean.r sin(2n+ l)aJ, (2asin z). s (90)
0 R
Vi ndfore denne Integration forst fra @ = 0 til & = &, idet & antages saa lille, al man

nden kjendeliz Fejl kan satte @ for sin @, saalenge « er mindre end A Denne Del af
Integralet vil saaledes ved Indforelsen af en ny Variabel y = (2 4 1)@ Dblive

a fEn-'I-*I!.l'f ay a {2u+l.'1:f: ay £ 1 ! ;l_ y 4 1 :
n+—,§ dy Hn,ffJu(;i %) =S "-l--éSudy Hny(l -_(ui,-%) ‘5§ T (1_'!-—|~%) oo ) 91)

Dette Integrals evre Grense vil kunne betragtes ganske som den Art af ubesltemte,

vilkaarlige Sterrelser. vi have betegnet ved Fellesmerket w, og Integrationen vil derfor
kunne udferes ved Formlen (39). Resultatet bliver Rekken

a Gl g b a \°1.3 a
= —l'(“ T) s T lagt) ot = T
n-—+1 n-3) 2 n+3/ 2. Vin+ 1)* — a?
hvor Konvergensbelingelsen alene er a < n - 1.
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I den anden Del al Iotegralet (M) kan den Besselske Fuonktion udvikles efter
altagende Potenser al a i den bekjendte semikonvergente Raokke

! : 7T
,_ful.'ﬂﬂ BN &) = —————C08 2asina — i. + * s
Vrasin.e , e 3

—

hvor Leddenes Sterrelsesorden er o *, o ?,
Denne Del af Integralet vil saaledes med Udeladelse af de folgzende Led al Raekken

for J, blive

F
(Znt1)
a ; -EE; cos (2a sin 3"';_._—_- D :
st 1 I S el =
(1) k l RIS S 2n +1
(2n41) :
- > i ay? T =y 7 U g e !
l/—a— \a :-m((l +*ﬁ:_!5}y_'2'ifii:|'-'}'j3+"'_ *)j- bl!l (l—m)y +ﬂ;,.‘+“n_“_'"+?) (99)
FIES TP b Vi BN R
(2n41)h ¥~ sungyp ™ o

Det ses heraf, al saalenge Diflerensen n + } — a er af Ordenen g, saa vil denne
Del af Integralet blive al lavere Orden end Enheden, og da Ligningen (89) forudsatter, at
disse Sterrelser lades ude af Betragining, saa vil altsaa denne sidste Ligning forblive gyldig,
naar blot Differensen n 4 L — a er posiliv og al Storrelsesordenen «.  Denne Betingelse
svarer saaledes, med Ombytning af @ og n-+ 1}, ganske til den for ¢, Ligning (67) gjeldende.
Swettes i Ligning (84), idet » foruds@tles megel stor,
12,35 .. 20— 12 (2n -+ 1) = 2(2n 4 1)) gt

erholdes nu ved Hjelp af (89)

LY 1 — 43 = _
pn =— —4log2 -+ in+ 1) log s = [:1,+ =" +Vint+ ) —a* . (93)

-

Vi ere H;Eﬁﬁth‘.ﬂ I Stand il at bestemme Funktionerne v, og w, saavel for n+ § >a
som for n+ § < a, i forste Tilfelde ved Hjwelp af », og g,, i andet ved ¢, og 4,. Men
der bliver endnu et Gebet tilbage, hvor disse Funktioner ikke ere bestemte ved de fundne
Formler, nemlig naar Differensen n + 1 —a, hvad enten den er posiliv eller negativ, er
af en lavere Storrelsesorden end a.

Medens vi hidtil have sogt at summere alle forekommende Raekker med en saadan
Nojagliched , al kun de Sterrelser, som ere af en lavere Orden end Enheden, ere hort-
kastede, ville vi nu i det folgende indskraenke Nojagtigheden saavidt, at kun Leddene af
hejeste Orden medtages.  Dette forndsat, vil man, naar 4+ } —a er af en lavere
Storrelsesorden end a, ved Bestemmelsen af », kunne bortkaste alle Storrelser, som kun
ere al samme Orden som Enheden, da », sely vil vise sig al vaere en Slerrelse al hojere
Orden.  Naar vi altsaa betragte den valgte Griense (2n-F 1A som en Sterrelse af Ordenen «”,



sai vil hele Integralet (91) kunne bortkastes, idet de to i Integralet indgaaende Funktioner
sin og J, ikke for nogen Verdi af den Variable kunne blive numerisk storre end 1.
Endvidere vil den anden Del af Integralet, bestemtl ved (92), reduceres til

'l .1...” ,:-
e ayd T
l"f- 4 i "‘In( n-1-1 -y S 24 u-l-‘},« i +_¥) | {[”}
(2n+ 1)z ‘ v3 ’ ;
(2n41) 7 S sainthe

hvor aller den lavere Graense kan forandres til 0, da heller ikke her Integrationen fra 0
til (2n+ 1A kan fore til et Resultat af hejere Orden end Enheden, medens den ovre
Griense for @ efter Substitutionen ay® = 24 (n + 1?2 ligesom for kan betegnes ved w.
Man erholder saaledes, naar alle Led, der kun fore til Resultater af lavere Orden, bort-

kastes,
(11
al 24
2r.la) — '_)IE'I«"'(_ dza—s sin (n+3 —ua}( ) z & +—-) (95)
a6l

il
Ved Udvikling efter Potenser af n 4+ 1 — a og Integration ved Hjzlp af Ligningen

(39) vil man heraf erholde

L|e=r

'% 3 P E'rl'"§ a 5 2
2rqla) == :E - F(I )am -+ I( )wiu _;: *?,4_9,_“}(_*) -:--|—r(§-)sina: (n+1 hﬂiﬂ(g})nl—f?-f—... :

3w 6 t a
| denne Raekke bliver 2det, Hte, Sde, ... Led lig 0.
Sxtles for Exempel e — n 4+ 1, erholdes
9 1 | 5 | F{i!} 3 a0 ¥ -
2ran+3) = en+31, ¢ = —=+— = 1,08874, Logec — 0,0369226 . (97)

Ved at inds®lle Rekkerne (23) og (25) for v, og w, i », = v,w, har jeg bheregnet
nedenstaaende Tavle, som viser en overraskende god Overensstemmelse mellem de virkelige
og de ved Formlerne (97) beregnede Verdier af »,(n + 1) allerede ved de laveste Vierdier af n.

N — {}! Ij 2, 31 Li! 'E"'." ﬂ}
2rain+1) = 0,8415, 12416, 14756, 1,6518, 11,7967, 1,9212, 20314,
eln+ 1 — 08641, 1.2463, 1,4776, 1,6530, 1,7975, 19218, 2.0319.

. " . - 1 -
Det vil bemarkes, at naar n-F1—a er af shajere Orden end «3, vil Leddenes
Storrelsesorden vare voxende. Men med denne Forudsetning vil ogsaa Integralet (94)

) Ly - a e i - ‘l- 1
ved Substitutionen (I = ?i+—£) Y x reduceres til
= _ [t
; a g T a .
?'TH g 1-"; - - - — ——— BH] s _I" =T = - = 5 {HHI
2n4-1—2al7 \ Vo 4 V2a(n+1—a)

L
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som viser, al vi nu atter knnne gaa over lil den simplere Formel (89) for 2, idet denne
forer til det samme Resultal, naar alene Sterrelserne af hejeste Orden tages i Betraglning.
Med denne Indskraenkning i Nojagtigheden vedbliver altsaa Formlen (89) at vere gjeldende
saalenge Differensen n+ }—a er af en hajere Orden end «*. Naar Differensen n+4—a
ikke er af lavere Orden end «, saa er 7r,(a) aldrig af hejere Orden end Enheden. Er
nemlig denne Differens positiv, fremgaar dette af Ligningen (89}, er Dilferensen negativ
ses det samme ved i Ligningen 7, = w,w, al udirykke v, og w, ved Ligningerne (23) og
(25).  Hvis derimod Differensen =+ 4 —a hliver af lavere Orden end a, saa kan »y(a) blive
af en hejere Orden end Enheden, og denne Funktion vil ved Variation af n sluttelig ifelge
(96) naa sin hejeste Yardi for n + 1 = a.

I Raekken (66) for ¢, vil det almindelige Led, naar n—+} —a er al lavere Orden
end e, kunne bestemmes ved

m—m+lin—m—+2...n+m) 1.3...2m—1 e ™ (n-+ 4 mprtire
q2m 2. &0 Fm ‘/ﬁ ﬂz’"{?!—!—i—ml"ﬂ' m

Ved Forandring af Summation il Integration vil man erholde

i
dm F(m) y (n 4+ 1)*— m* n4+1l4+m
Ja) = —e ", Flm) = — 2m -+ mlog 2 4 (n4-1) log L et
gf' ' Lt { ] + ﬂ.g I l jl rﬂ+';i; = '”11
0
eller ved Udvikling efter Potenser af m
a m® 1 m? 1
Fim) = — 2m log ———-E(——-,—,-— -] e
e " (4 5)* 2.3 '{u+i}" 4.5

Siettes dernwest m® = 3(n+ 1)%2 vil, med den her udkrievede Najagtighed, Integralet kunne
reduceres il

3 i i 2 i i
n == 1}4 B B T e 7 PR [ Tk pe e 8
{Iﬂ{ﬂ} — 1 j‘_'_‘é_ dil'aﬂ EE :2'“ [H 1 i]' IEUL.IH*_} T T
sV
0
| ' a a—n—3
Heri vil ligeledes med tilstraekkeliz Nojagtighed kunne sattes log - _— 2 hwor-

n+1 n-+3%
efter Integrationen forer til Resultatet

43 (1), pof3 QENRE | R _:?_-i_)ﬁ 1 o
nlat) == _?}_Elfﬂ- [r('ﬁ)“l"I(H){ﬂ"}'-}—ﬂ}(;l_!:%) I+f(b7){ﬂ+—2-~—rf.] (H"}"é I.'.!+"' . )

Indsiettes heri @ = n - 1, faazs mgd samme Belydning af ¢ som ovenfor
<) [ |
gnin—+4) = %g-c:n 4+ 43, Log lflT ¢ = 0,0993920. (100)
V :

Ogsan her finder en god Overensstemmelse Sted med de umiddelbart al Raekken (66) be-
regnede exakle Vardier af g, (n 4 1) allerede ved de lavesle Vierdier af n, hvad falgende

Tavle udviser.
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f§o= 0, 1, 2 3, 4, . 6,
galn - 1) = 1,0000, 1,4444, 1,7104, 19121, 2,0783, 2,2215, 23482,
% n4-1F — 09978, 1,4391, 1,7062, 1,9087, 2,0755, 2,2191, 2,3462.

Analog med 7, vil ¢, kunne udtrykkes med den begrinsede Nojagtighed ved Lig-
ning (67), saalenge Differensen a—(n--3) er af hojere Orden end a‘i, men modsat ry,
har ¢, en med voxende n stadig voxende Vardi. :

Af de saaledes fundne Veardier for r, og ¢, kunne saavel 4; og p, som v, 0g w,

£l - a F - W - £ L) ﬂ
beregnes.  Af Ligningerne 29, = 2v,w, — ¢, s8in 2/, flindes sin2/,(n -+ 1) = sin 3
“ ¥ ; + F . ﬁ T TE _-i-v g
hvorat for A.(n + 1) fremgaar Yerdierne £ 'q, e f ... y men hestemmes 4, (n—4 1)
¥ ) r

nermere af Ligningerne v, = Fq,. SIN Any Wn = Vgueosdy for n =20, 1, 2, 3..., lindes
henholdsvis

Inin+13) = 0,5, 05165, 0,5203, 0,5215. ...

Denne Rekke konvergerer ojensynlig til den laveste af de ovenfor angivne Vierdier,
nemlig til

Ainit D) — EE = 10,5936 (101)
¥
Heraf findes atter ved Hjwelp af Ligningerne v, = r, &’ " — g, sin” 2,
pain+3) = —Ltlog3. (102)
> ! 1 : S
Da man har A, lal = - 0g pnl@) = 5——, ville nu Rekkeudviklingerne for 4,(q) og
gulal 2ry,la)
malal, idet for Kortheds Skyld ¢un+41), raln+13), guin+1), o.s.v. betegnes ved ¢, 7, q,...,
blive
X w 1 -l!']'.—ﬂ—T;I!- q' fﬂ_n_%}ﬂ
R IEE £ s sl 103
| la—n—1 o (a—n—4})?
= — —log —_— f i — - e 104
taldl A e GpE - ,p il

Heri ville ¢', 2" og de haejere Differentialkoefficienter af g.(a) og »,(a) med llensyn (il a
9

=
V3

: : : 4 = :
, hvilken sidste Vierdi kun er af Ordenen ¢ 3 og derfor maa betragtes som ().

for @ = n-+ 1 vere at beregne af Ligningerne (99) og (96). Saaledes findes ¢ =

?l’ —_— = T -
Hn+4-1

Selve Funktionerne v, og w, kunne bestemmes af Ligningerne (v,--10,)? = ¢u--27,.

idet Forlegnene for », og w,, som her er ubestemt, n@rmere beslemmes af v, — Vg, sin 4,
w, = Vg.cos Ay, hvor Vg, er posiliv. De Rakkeudviklinger, jeg ad denne Vej har fundet
ved Hjelp af Rekkeudviklingerne (96) og (99), hvori uden for Differensen n -4 —a de to
Storrelser n- 1 og a kunne betragtes som lige store, ere

Vidensk. Selsk, Skr., 6. Rekke, naturvidenskabelip oF mathem. Afd. VI, 1. 1
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E
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wela) — C F(—I--)(I—{—siui)-{—fj(? I 4 sit iE‘—Tr)'ﬁ':JﬁF(ﬁ)(l ' iinﬁE—r)-Eg—-t- (106)
8 3/\ 6 3 iond T T i I 1 e T T RS

hvor
N CALE i i o
¢ (G) Var 5 (a) (% —a).

Disse Rakker kunne ogsaa let fores tilbage til de bestemte Integraler

|
)
,’.H‘
—
—
||--||.
e
-
3
=
-+
5=
e
[
. RS
o
o
o
g
=1
I—ll-ll"
_i__
1-.1
p—
b IR
7
|w-.D
,':1
— m_
C1
+
"
S
s
3.4

o |

i CS dea"icos lea’ + a), (107)
(]

wyla) = C[s doea—3 52" —= +§ dra—1 sin I_E:L'"-{? e .rj] : (108)
Jo Jo

Ved al inds®tte Riekkerne (105) og (106) i (vn -1 w,)* = gp— 27, vil man uden Vanskelighed
kunne overbevise sig om Rigtigheden af disse Udviklinger. Til Brug for denne Beregning

skal jeg her anfere Ligningerne

Bt /7 ] 1Y -9 7 1 9\2 a1 /m 5
r(s) =2V5rG) n5)nG)-2V506) 15) =2V5r():

Vi kunne nu gaa over til Fortsaettelsen af den i forrige Afsnit afbrudte Beregning
og betragle forst det Tilfielde, at Kuglen har et mindre Brydningsforhold end det om-
givende Medinum. Vi foruds®tte altsaa N<_1, hvormed folger, at Ligningen asinfl = & sinf/
bliver umulig for sin # > V.

| Ligningerne (33) og (34) smtles nu vyle) = Veuld) t.ﬁ'“mrj, medens () og w,lal
ligesom tidligere udtrykkes ved g,(z) og A,(a), og ligesom q:, kan horlkastes 1 Sammen-
ligning med g¢,, saaledes vil ogsaa », kunne bortkasles i Sammenligning med 7,. ldet

qolar bestemmes ved (67), 2, (e') ved (89), vil man erholde

23t Ga—2ralal) W 24y i Vi T — VP — b AN
Dy — 1 g I;-“‘,’ M iRk in HiP—a® —Va'—{nt i) us
In—+ 2 mula) Ni Vint1)2—a"® + Va®>— (n- 1) Vi

0o seltes

i a3
Va®—(n <+ 42 ..
- { 2! N =g,

Vin+ 1) —a®
faar dette Udtryk den simplere Form
Uy = k@ NI

Paa lignende Maade erholdes

|||' J =5 V{,{E e "" +__;}E
B T =

9 g 2 [.-‘l.nllrjr:l—ﬁ:l ]

— — | |- ¢
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Det Tilfielde , al man alene har 2k, = — 1, 25, = — 1, har allerede varet be-
handlel i det foregaaende Afsnit (Side 34). Det var her almindeligt forudsat, at Funk-
lionerne ¢, og 4, for alle de forekommende Variable skulde kunne uvdtrykkes ved de i
Ligningerne (67) og (68) angivne Formler, men det vil bemmrkes, at for dette sierlige
Tilfeldes Vedkommende, hvor &, og s, slet ikke indeholde de Variable « og o', have vi
kun at gjere med Funktionerne g,la) og A,(a), og Belingelsen for, at disse skulle kunne
udtrykkes ved (67) og (68) er alene v+ 1 = asind < a. De fundne Resultater gjelde
altsaa indtil Afstanden a fra Hovedaxen, og som det vil erindres bestod den paa denne
Maade fremstillede Lysheviegelse uden for Kuglen i selve det indfaldende Lys i Rummel
paa yz-Planens negative Side og fuldstzndig Merke paa den positive Side af yz- Planen.

Antages dernmst

Y I A L i 202 lg)—d)i

' ESH == £ 3

og satles heri paa sadvanlig Maade n = y 4 2z, vil del bemarkes, at Udviklingen efter
Potenser af = af 4, (e give Koefficienter til de forskjellige Potenser al z af en hajere
Storrelsesorden, end dem som erholdes ved den tilsvarende Udvikling af 4 og 4. ldel vi

altsaa satte v + § = asinf, ville ¢ og 4 kunne udirykkes ved de konslante Vierdier
cos f/ - Cos
tg$= e i HN;’ [Hd._ T ﬁ T
V/sin? § — N? Vsin®d — N?

Udtrykkene for &, og s, svare nu ganske (il det tidligere (Side 35) behandlede Til-
fwlde, hvorved Tilbagekastningen fra kuglens ydre Overflade bestemtes.  Forskjellen bestaar
kun i, at Faktorerne &p og ¢, ere gaaede over til — 1, og al Fasen er formindsket i A
med 26 og i S med 2 4, og de tidligere fundne Resultater ville altsan med disse For-
andringer her linde Anvendelse.

Grensetilfwldet sin # = N vil ikke danne nogen serlig Undtagelse, da 4 og 4,
; » : L An i 1 5 T B
naar # aftager indtil denne Grense gaa over til —, og Faktorerne ¢ 204 g e i gaaledes

£ 2
blive lig — 1, hvorved K og § komme (il al antage de samme Veerdier som dem, der
vilde fremgaa af de tidligere Formler, naar # voxede til den samme Graense.

Koefficienterne %, og &, ere bestemte ved

Jalati—p, (@) 2 NV qala) ra(d) o Julali—p@) 2NVgula)rale)
Gulet) - 27y’ N2 " Naula) +2r,a) 2

e

Da der tillige for et indre Punkt til » > &' ogsaa maa svare »>>a’, maa man i Rakkerne
for K’ og 8 (79) sette Vgn(@) sin Ju(@) = Vrald) €*'* . Det ses saaledes, at disse

] A
a')—u (')

Rakker ville komme til at indeholde Faktoren & , som, naar @ og o« ikke ere
megel ner lige store, bliver en forsvindende lille Sterrelse. Dette fremgaar af det i (93)
givne Udtryk for g,, som, naar den Variable ikke falder meget n®r ved n, ses at vare

m
¥



=y
R

enomegel stor, negaliv Storrelse og desto sterre, jo mindre den Variable er.  Lysbeviegelsen
inden for den tolalrefleklerende Del af Kuglen finder altsaa kun i kjendeliz Grad Sted i
et tyndt Lag narmest under kuglens Overflade.

Settes @ = o — Nh og antages h meget lille, vil man have
r ] J.ﬁlrllll J.:’ e F'i\l
—— ‘1 = o — I s &0
pald) — pala) r, frf]' o i } ¢

Man vil dernest paa sedvanliz Maade finde

s ; - -
kt+acosti~ —-—ﬂ') —hVsin'¢ — N?
K= _____‘}_Nt{}‘ﬂg ("1' e LR b i—i¥s
o 1
ﬂVl—'N'ILHan f— Nﬂrﬂqﬂﬂ -
dsing  (+tacost+ T —d)i—hVsin?o— A
N = f——== — P 1
aVl —N2tg d
og ¢ +# — 7. Ved Bestemmelsen al Komposanterne &, »', ' maa man gaa lilbage
til Ligningerne (18), hvorved bemirkes, at, da K’ og & oprindeliz indeholde Faktoren
I
.Fj ul' 1 " 5 . -
" . vil man med Bortkastelse at Sterrelser af lavere Orden have

4K dpd) g Vink 3P—d p, _ VSTT—N g

da =~ da > a i N
Tillige erholdes
;
dﬁ, = n+ K"t = asinfl K'7,
{fsl,'?

og de samme Ligninger gjwlde ogsan, naar for K7 setles 8. Ligningerne (18) give saa-
ledes for dette Tiltwlde
2 ). ]
_  sin%¢ = sin #)/sin® #— N* =
o ’ r J ’ - . e ’
= e e K, » — —a K", = —isintas,

N
hvor de ovenfor fundne Vardier af A7 og 8" kunne indsettes.

“Resultaterne  af denne Beregning af den fuldstentlige Tilbagekastning vise sig,
saavel for de ydre som for de indre Punkters Vedkommende al vaere 1 Overenssiemmelse
med, hvad der er bekjendt fra Theorien om den fuldstendige Tilbagekastning fra plane
Flader, og Beregningen forer saaledes ikke ud over, hvad man ogsaa ad elementar Vej
vilde kunne udlede. |

Der staar endnu kun tilbage at fortsette Summationerne al Rickkerne K og S (T9)
ra den Graense for n, ved hvilken Ligningerne (67) og (68) ikke lengere ere gyldige lor
den Variable e« 1 alle Tilfwelde vil den i (33) givae Verdi af &, kunne omdannes il

é 21 (a)i nle) (L 7)) — N(E+1qd(a) ’r,,lu!
) e . g " 4 ——
5 St i gula) (14 2,"(e)) — N(— i+ 3q. (@) 2raled)



Denne ved A betegnede Brok, vil, naar n overskrider den. omtalle Griense, vise
sig at blive lig 1, forudsat at N er forskjellig fra 1. Det Tilfielde, at N—1 er saa lille,
at denne Differens maa betragtes som en Storrelse af lavere Orden end Enheden, ville vi
her lade nde al’ Betragtning.

Ligningen A = 1 vil nemlig altid finde Sted, naar ¢, («) er af hejere Orden end
Enheden, hvilket ifelge (99) er Tilfeeldet, paar n— a« er positiv af haejere Orden end 2 .
Endvidere er i den befragiede Sum n saa stor, al g,(e) er af sterre Orden end Enheden,
medens 7,(a’) og (&), naar Differensen n—a baade positiv og negativ er af lavere Orden
end @, ikke Kkunne blive af hejere Orden end Enheden. Dette sidste fremgaar af det
t'idligere (Side 48) anforte, idet man har n — ¢ = n—a — (N—1)a, hvor det sidste-
Led ikke kan blive af lavere Orden end «. Det ses saaledes, at man i det foreliggende

Tilfelde altid maa have A4 = 1, og da ganske de samme Betragininger kunne anvendes
paa den i (33) givne Vardi af s,, vil man altsaa have
24, (a) 8 24 ' '
Bk — o AT e R el
Begge disse Koeflicienter konvergere lmrtig for n >« med voxende = Lil 0.
Idet vi med Hensyn til Tilteldet 24, = — 1, 2s = — | kunne henvise Ll det
foregaaende, ville vi have at betragle Rakken
aﬁ.’ HIS iy gy la) KT po) (ay— . (@)
Q P e .2: l/ _-{7!!_{___ ‘1.]]] ({fi__i_ ‘l;}gg _i_r) E( o JIH. -"i'tl:ﬂ )i‘j
Lﬂwg.: sin ¢ Tnsing 2 4

hvor n, er den ovre Griense for n, inden for hvilken g.la) og A.a) lade sig bestemme ved
(67) oz (68).

Potensexponenten i denne Sum er

(kt _12:_1-_'_ 2 Anlat) — Anla) - ({ﬂ+ ébsﬂ—%) ) %,

og s@ttes heri n = v + 2 og v+ 1 = asind, vil Roefficienten til z med Udeladelse af
Sterrelser, som ere lavere end Enheden, alene blive —# - ¢. Skal denne Koefficient
altsaa veere O eller megel lille, maa overste Fortegn leses og ¢ — ¢ maa viere 0 eller
meget lille. Heraf ses, al Svingningskomposanterne ifelge (80) kunne bestemmes ved

& = sinfgcos i Q, 7. = sing cos geos Q [, — — sin ¢ sin ¢ Q,
hvoral atter for Komposanterne med Hensyn Lil de faste Axer erholdes
& =0, 7z =sngl, &=0.

Selve Storrels S ader sig, da ¢ — ¢ er meget lille og mar rfor udentor
Selve Storrelsen sin ¢ @ lader sig, da ¢ — ¢ er meget lille og man derfo lent

: | | . . :

Exponenten kan satte ¢,(a) = = - 0% n = asin# = asing¢g, reducere lil
cos v COS ¢

a ] & Foi I : T

sin g Q = ﬁfzrj-——:lgﬂ‘j F, = ki ———l—lzﬂtu} Anfa) + n+ e —+,
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hvorved det sammensatte Faenomen, der omfatter parallele Lysstraalers Bojning ved en
reflekterende hugle, er [remstillet under en simpel Form.
Betragte vi forst den Del af Summen, hvor n er sterre end «, ses det, al 4,(a

: L e : .
med voxende n aftager fra e til 0. En nermere Bestemmelse heraf erholdes ved Lig-

nimngerne
' st Lbtg hlahd 1 2-gtiely =
E,.,J.'H{P‘IH e _-I; .{..__mlf.-‘.' ¢ D T Ll ‘i— 9 2. E.‘.-'.'ri'l,lr,g\ﬂlluIl11.:311
I—tg halg)t §_ 2mle); 0 ’
hvor p.le) for n — ¢ har Vardien — ] log 3 og med voxende n hurtig aftager.

24 (a)i

Swettes altsaa i den betraglede Sum forst e 1, og inds@ttes i Exponenten

paa sedvanlic Maade n — v 42, v+ 1 = asin#, vil ved Udvikling efter Pofenser af 2
Koefficienter lil 27 i Exponenten blive ¢ — #. Saaledes gaar for ¢ = # Summen over til
Integralet
fig—o sin
kt—acose — E Lt )'i
dz e . 4 = eos e e — ;_'Vﬂﬂ-a L*ﬂ;-_.;ip ?}E :

fl—a sin |}

som ved Substitutionen

2= ({ﬂ— -—) V?ﬂi_'usg:. ;

twd | 10

Ziver

# x .

i (ﬂ:n'.—rrl_'hsp =k
"

’?f=t/ﬁ

hvilket Integral svarer Ll Integralet (57) naar Forlegnel for ¢ forandres [l del modsaltte.
Del fremgaar af Behandlingen af dette sidste Integral, at for ¢ == 0, altsaa Punktet belig-
gsende uden for Kuglens geometriske Skyggerand (e sin ¢ ~> o), er Integralet en periodisk
Funktion. Inden for Skyggeranden (z < 0) bliver del derimod aperiodisk. 1 selve Skygge-
randen (¢ = 0) erholdes
:,;.ﬂ = 1; g'hi—acos)r

Resultatet er i alle Henseender det samme som del, man erholder for Lysels
Bojning ved en plan, cirkuler Skive, sal i Stedel for Kuglen i den Storcirkel, som tan-
cgeres al de indfaldende Straaler,

Den anden Del al den ovenfor belraglede Sum er

-}m —;fn :;_-,1 [.fr.if— Ay la) 4 in4-4)le—(2n—2m-+1) :) v+ 2mype, | a)

el — e 'E' -

m=0 ¢
Sielles heri n = y 42, v+ 1 = « = asiny og benyttes for p,{a) Udviklingen (104),
vil ved Udviklingen efter Potenser al 2z, Koefficienten til z i Exponenten blive igcl—efl']l-—}—-_.

1
hvor » = »,(v -+ 4) er bhestemt ved (97) og er af Ordenen .



e}
s |

. _l - .
Hvis nu ¢ — # er af hejere Orden end « *, vil den betragtede Sum, naar alene
Storrelserne af hojeste Orden medtages, kunne undirykkes ved

m=om | (Fd—n cos-alo—3) + (2um-1) :)'E— T; loz 3

m=10 '?: = ﬁ.
|
som er af en lavere Orden end «°.

Hvis derimod det betragtede Punkt ligger saa ner ved Kunglens geometriske Skygge-
rand, at ¢ — # bliver af samme Orden som 2 7 eller af en lavere Orden, saa ville alle
Led i Udviklingen af Exponenten efter Potenser af z komme i Belragtning, men ved Sub-
stitutionen z = »a ville de alle blive af Ordenen «", og hele Infegralet vil blive af samme
Orden som =, allsaa al Ordenen 2*. Den hertil svarende Svingningsamplitude vilde saa-

ledes kunne udtrvkkes ved

LA,
Va cos ¢
hvor € er en numerisk Konstant. En narmere Beregning af denne Konstant har neppe
tilstrekkelig Interesse, da det hurtig ses, at denne Del af Lysbevegelsen kun kan blive
megel ringe, og, idet den falder sammen med det avrige bejede Lys, nappe vil kunne
blive Gjenstand for lagttagelsen. Formlen viser, at Intensitefen af dette Lys er propor-
tional med Kuglens Radius i Potensen £, og med Belgelengden i Potensen §, samt om-
vendt proportional med det betraglede Punkts Afstand fra den af de indfaldende Straaler
tangerede Storcirkel, forudsat dog, at denne sidste Afstand selv ikke bliver meget lille.
Slulteliz er ogsaa det Ul n <Z g svarende Svingningsudslag besteml ved
i (74

— — Fut
e == 19 . - 2 ¢ ?
V27macos ¢ n

—_

under hvilken Summalion Z,(«) med voxende n aftager fra en ubestemt stort Veaerdi Gl -
]

Setles n — y—z, v+ 1 = a = asind, erholdes
{ud
1 7 E(.’.:E—ﬂ cos¥-tale—d) 24, _(a)— :r — (@ —1) z}ﬁ
= A ; :
% V2ra cos ¢
0

hvor A, —-(a) udvikles ifelge (103). Det vil nu ses, at detie Tilfielde ganske svarer Ll det
ovenfor behandlede, og at Resultatet kan fremstilles under samme Form. Denne Del af
Lysbeviegelsen svarer til Bojningen af de under streifende Incidens fuldstendig (tilbage-
kastede Lysstraaler. Intensiteten af disse sidste Straaler aftager med voxende Indfalds-
vinkel, dog vil paa Grund af Bejningen denne Inlensitet ikke blive Nul i den geomelriske
Skvgeerand, men derimod en Slerrelse af samme Art som Intensiteten af de ovenfor be-

fraglede buojede Straaler, hvorefier Intensitelen hurtizg aftager indenfor Skyggeranden.
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Summationerne med Hensyn til % ere endnn kun uodferte indtil den ovre Griense
n = ng, men som ovenfor bemaerket ville Koefficienterne £, og s, for » = a hurtig kon-

vergere til O med voxende n.  Denne Del al Summerne vil derfor i Almindelighed blive
en forsvindende lille Storrelse.

7. Maengde af undstraalet Lys. « meget lille. System af smaa Kugler.

Alt fra den belyste Kugle udgaael Lys tienkes opsamlet paa den indvendige Side
al en koneentrisk Kugleflade i uendelig Afstand fra Kuglen. Er L hele den opsamlede
Lysmangde, » den uendelige Kugles Radins og 7 den ved Amplitudens Kvadrat maalte
Lysintensitet i Afstanden », saa vil L kunne defineres og bestemmes ved

b 2T ;
BN Rm, 109
L » Sﬂﬂm pdp \dJ (109)
o b s : 2 :
Ifolze Ligningerne (17) og (31) kunne Svingningskomposanterne for a = 3 og » uendelig
stor udirykkes ved
E_s = {), ',f;ll. == _-_?i.ﬂ:iir’e{“---ﬂ]fE‘,2H+ | (}L Ef_{{r_ I £ derﬂ )
@ L nin—+1) de® "sing de
NPT YT . )
a T nin--1) singdg | de*

Heri ere k, og s, komplexe Starrelser, hvis Modulus vere betegnel ved &, og s,. Bestemmes
nu J oved Summen af Kvadraterne af disse Komposanters Amplituder, vil Ligning (109),
efter at Integrationen med Hensyn til ¢ er udfort, zive

o i @ 2n+1 b, — dP, = % In-1 (T dF, J"Pﬂ)
L = E;rghm 299 (T?:{u—i—-[] (k dg:" +L“ﬁn_5¢d§s)) —l_( | n[n*}-l}l X mllsrdi.::—]_ - d* )

Ethvert af disse Kvadrater kan ogsaa udlrykkes som et Produkt af to Summer med de
Variable n og m, og bem@rkes, at man har

0 f =
S:r.-_ ({fﬂj-;, d* Py 1 dF, ij!‘f,l}) P I | or mz n

do*  de* ' sin*e dg d¢

sing de _
i ——— Jor m = n,

_”, (ffEP,, i v d P, _ 'ﬁ‘f’{*)
S f dg* {f—i{ de dg*

vil man finde Lysmengden £ besteml ved

B = = Xen 104 (1 10)



De almindelige Udtryk (33) for Koefficienterne k, og s, kunne ogsaa skrives under
Formen

I ”—'u“ﬂ '”nrfﬂrl ==; I\:H*ur [f-f]' 'y {f-ﬂ']
- PN e 111y
I- +}}HI' T" {H]t‘-ﬁ tﬂ ] — -L"I T;r; 1'1'.1-" “I '
il | . Nuwgla)vs'la’) — w, (a)vy (e) (119)
- [+ qui’ dn Nuala) v, (@) — v (@ vnle’) b

Disse Koefficienters Modulus er allsaa mindre end 1. undtagen i de Tilfwelde, al man har
pn = 0, hvortil svarer k, = — 1, eller ¢, = 0, hvortil svarer &, — — 1.

Vi skulle nu nermere bestemme Lysbeviegelsen i det Tilfielde, at den Dbelyste
Kuglés Diameter er meget lille i Sammenligning med Beolgelengden af' det indfaldende Lys,
saaledes al « bliver at betragte som saa lille et Tal, at i Rekkeudviklinger efter Polenser
al @ 1 Reglen kun det Led, som indeholder den laveste Potens al «. medlages. Med
Hensyn til & gjores derimod forelabig ingen indskrenkende Antagelse.

Ifolge Riekkeudyiklingerne (22) og (24) vil man, naar kun del forste Led af Rek-
kerne medtages, have

gt y (n 1) a"
it e P R e o
[.3...2n—1 o 1.3...2n—1
wyla) = SR LI (@) = -—mn T

Inds@ttes disse Veaerdier i (111) og (112), vil det ses, al i Almindelighed blive £, og s,
megel smaa Storrelser af Ordenen . Man vil nemlig erholde

12.3%...(2n—1)*(2n 4= 1) a vale) — N3nwvula')

Jﬁ m— S LA e s 5T =F e alld =

.E {.{Eﬂ-'-l a'll_hf{af] Ee ..II_\I 3{?1__!_ ‘l ',l‘"'afi 1
1. 8% . .(2n—1)%(2n 4 1) a vy (o) +—nvyla)

i o2+ a vy (e) — (n -+ 1o, la)

i hvilket sidste Udtryk ogsaa kan setfes
a'v,,"{r,.:'l -+- ﬂl‘,.{u’i == n:.:'i!,r,_gh:.:’} . u't*n’qa'] — (n + IH*,,[.-:;'] — — g hn-l-l{"-!'] )

Afsel altsaa fra de sarlige Tilfielde, ville Rekkerne (31) for & og 8 indskrenke sig Gl det

farste, til # = 1 svarende Led, hvori vil indgaa
I l.r.cﬂ ' v a') — 2N?v, (a) y at vla)
b — F . e - —_— — ) — = —=
¢ A ﬂrl‘*] (a] - f"rﬂrrl[uﬂ } ! g L‘”irf]l 2

hvorefter Svingningskomposanterne &, 7., £ let bestemmes ved Hjzlp al’ Ligningerne (17).

Hviz nun ¢ ligesom « er en megel lille Storrelse, vil &, kunne reduoceres il

Formen :
Y- 3 NELp9’

medens man for o« megel lille eller naar & er Rod i Ligningen »,(a’) = 0 erholder 5, = 0.

Vidensk. Selsk. Skr,, 6. Bokke, natarvidenskabelig or mathem. Afd. VI 1. -



| dette sidste Tillielde vil altid ifolge Ligningerne (17) ﬂ viere proportional med
cos ¢, hvoral felger, al del vinkelret paa de imdfaldende Straaler lilbagekastede Lys svinger
vinkelrel paa Indfaldsplanen og altsaa er fuldstendig polariseret i Indfaldsplanen. Dette
gielder selvfelgeliz ogsaa, naar det indfaldende Lys er upolariserel.

Ligeledes maa under de samme Forndsztninger den samme Lov gjelde, naar vi i
Stedet for en enkelt Kugle tienke os en Samling af lignende, indbyrdes adskilte og tilfaldig

" 1 - W . . Q‘FL.R a &
ordnede Kugler.  S@tles endvidere i Udtrykkel for &k, o = — SH idet K er huglens
hadins, ses det, al Lysbeviegelsen i et vilkaarligt Punkt uden for Kuglen afh@nger, for-

i B A , N2—1
uden af det indfaldende Lys og af Punktets Koordinater, alene af Sterrelsen NI =

Tienke vi os nu i det omtalte System af Kugler disses Radier, ved uforandret Stilling af
deres Centrer, voxe indtil £, som dog vedvarende maa vaere meget lille i Sammenligning
med en Bolgelengde, medens deres Brydningsforhold forandres fra N til N,, og sker
denne Forandring saaledes, at man beholder

Nﬂfl_ RY — E,_E_—I 3
N2 N242

saa maa Lyshevegelsen udenfor Kuglerne og overalt udenfor Systemel forblive upaavirket
af Forandringen. Lade vi &, blive lige stor med Kuglecentrernes mindste halve Middel-
afstand , som antages megel lille i Sammenligning med Bolgelengden , vil Systemel megel
nier komme (il at syare til et homogent Medium med Brydningsforholdet N,. Heral Kkan

atter sluttes, af naar i Systemet Kuoglerne forblive uforandrede, medens dets Tathed d,
N,2—1
1

forbliver
S SRl

forandres, vil Systemels Brydningsforhold N, forandre sig saaledes, a
konstant (jyvnf, «Farvespredningens Theorin).
Hele Maengden af det af den enkelle kugle udstraalede Lys vil ifolge (110) veere

besteml ved
7 A% ab (N2—1\?
— 5 (wge)
og er A Antallet af Kugler indenfor Rumenheden, vil AL viere hele den Lysmiengde,
som udstraales fra hver Rumenhed af Systemel. Denne Sterrelse er Systemets Absorb-
tionskoefficient, og belegnes denne ved /A, vil man altsaa, naar tillige « odirykkes ved

Qall
—— . have

i c . AT D i3 :
128 75R8 { N2—1\?2 3
h= AL = 4. 3 9 (m) WA= dafl, 8

Det ses heral, at Absorblionskoefficienten er omvendt proportional med fjerde Polens al
Bolgelengden (Rayleigh's Lov!')). Er omvendt Systemets Absorplionskoefficient A og dels

') 1 W, Strutt: Phil, Mag. 41, Febr., Apr., Jun. 1871.



Brydningsforhold N, givel, vil under de givne Forndsietninger kuglernes Antal paa Bum-
enheden og en lavere Griense for deres Sterrelse kunne udledes, idet man af de angivone

Formler finder

Al g P NI— ()N —1) " 32 Ni—1°

hoA?

24 3 (.N"_ )4 R (NPEY(NLY kit NE42
N2 2 - 32

Som Exempel konne vi tage Brydningsforholdet og Absorptionskoeefficienten for den
atmosferiske Luft ved sadvanligt Tryk, nemlig N, — 0,00029 og, idet (07 "™ {ages som
Liengdeenhed, 2 4* = 0,0017. Med denne sidsle Koefficient vil der paa en Straekning af
8 RKilometer absorberes 11,3 Procent af Lys med Belgelengden 550 og det dobbelte for
A = 480.

Disse Talvierdier indsatte ovenfor give

— 0,0163, R—nm(v 2)

,.\fE
altsaa paa en Kuobikmillimeter et Antal af 0,0163.10'% Kugler med en Rading al minds
0,141 "mm_ Hertil svarer o — 0,00153 for 1 — 580 og « — 0,00185 for 2 = 480.

Vidt forskjellig fra denne Lysbevaegelse er den, som fremkommer i de smrlige
Tilfelde, at man har p, = 0 eller g, = 0, hvilke Muligheder indtrede for en hel Rekke
af Belgelengder., Hertil svarer ifelze Ligningerne (111) og (112

> 141 ,

wala) vy (@) — Nwy/lalvale) = 0,  Nwgpla)v,(a) — wy'la)vila) = 0.

Den forste af disse Ligninger svarer tiln@rmelsesyis til v,(e’) = 0, den anden il v, 4(a) = 0.
Settes nejagtigere i den ferste Ligning o« — @+ e, og er # Bod i Ligningen v,(3) = 0
saa erholdes ved Udvikling efter Potenser af e og Borlkastelse af de Led, som indeholde

hejere Potegser af = end den forste,

() 7
Nuw,'(a) Nn
Er den givne Ligning g,4¢ = 0, vil hertil, naar de (o forste Led i Udviklingen af' w, 4 (a)
0Z wieqla) medlages, svare
Naf1+ 5% @)+ (nt 14 0 Y ) = 0
7 (e i e ———— | Upqlat) = (L
‘}Ia}?l_l_‘_]} "+ "_., lh} _+_IJ :”_i_l' |
hvor
n —1— 1 , (n-4-1)° | n—+ 1
1‘1“1'1{“’: e "UH'{";"-" Tﬂ{f“ 0= 11:1+1{ﬂ!1'| = P ( Iw J) ?1'!{"5"1’] —|_ _I'.i_ "'-*n’i.urj -
o~ L
Heral findes med den vedtagne Grad af Tiln@rmelse
t?,- ?t-'-‘lr' ].IEI,!PH{EI“ _|_ -l'-.ut.‘3 T;ﬂﬂr' — [] -
Sieltes nu heri o = A+ &, idel ligesom for v,3) = 0, erholdes
i a” (7
B = ———— e
2n + 1)a Ni2n+ 1

51’
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hodderne @ py — 0 0g gugr = 0 ere altsaa megel ner, men ikke nojaglig lige
store, og Forskjellen imellem (o tilsvarende Rodder er

L e el s =
T Nui®n—+1)°

n =) .

etegnes de lilsvarende Forandringer al Bolgelengden ved 8 og 4', saa er

2
5 g & a W e Aaln 1] - R w4
AR A Iy S LA e e i S o
Nedenstaaende Tavle angiver de fem storste Vierdier af z far = s A sk
idet 3 er Rod i v,(3) == 0. :
e M= == M=
I (),6892 (0,545l 0,4496 . . .
0,2000 0,4067 0,3454 03016 . . .
,3333 (),2881 00,2549 0,2293. . .
0,2500 00,2233 00,2025 3856 .
00,2000 (),1823 0, 1681 0,1561 :

L] L]

=

Del vil nu ses, at den storste Forskjel i Bolzeliengde 0 — 8" svarer il = 0.6992,
- e ‘I -
n = 1. Sielles dermiest til Exempel B = 0,141 og 4= 380, erholdes ¢ —ad" = 0,000045,

som er 13000 Gange mindre end Forskjellen (0.6) imellem Bolgeliengderne al Solspekirels
o Linier D, og D,.

I el System af huogler fremkommer 1 de her betragtede seerlize Tilif®lde Absorh-
Lionstriber , naar gjennemgaaende hyidl Lys oploses i et Spektrum. Medens nemliz, som
vi have set, den fra hver Kugle ndstraalede Lysmangde i Almindelighed er en meget lille,
med £S5 proportional, Sterrelse, vil den for py = () eller g, = () viere i_‘f__:f_”-_‘_{f*__’_] eller

Vs

lize saa stor som den Mangde al indfaldende Lys, der ved uforstyrret Gang al Lysstraa-
) _ | . AV 1 : - :

lerne vilde ramme en Kogle med Radins ——= . Da i det antagne System Nabokug-

=
o

lernes Middelafstande ere forndsatte at viere langl mindre, ses det, alt Systemel omirent

kan siges al vaere wigjennemtbriengeligt for denne Arl af Straaler.  Det vil tillige bhemierkes.

alb de il g, = 0 eller py(3) = O svarende Absorbtionstriber ere enkelle , alle de andre

dobhbelte. |

Har man for el System bestemt en Rakke Absorbtionstribers Dolgelengder, ville

disgse kunne henfores il Reciprokerne af Rodderne i v,(7) =0, n=0.1,2, .. .1: ved Mul-
N

Liplikation med en enkelt konstant Faktor. ldet denne Faktor er lic med o
' &3 L%

vil et
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altsaa vaere muligt heral, af Systemets Brydningsforhold og al dets almindelige Absorb-
tionskoeflicient, al bestemme alle Systemets Konstanter, nemlig Antallet af Kugler paa
Rumenheden, kuglernes Storrelse og deres Brydningsforhold.

Hertil vil ogsaa kunne benyttes Maalinger af Stribernes Bredde, hvoraf Beregningen
kan udferes paa felgende Maade.,

Naar Belgelengden 1 svarver til p, = 0, vil Vaerdien af p, for en nerliggende
lii:II:EfE]LE]'Ig;‘[IE- A - & vaere besteml ved
dpy  dpy N ad EElge :qﬂ—l}" N?—]
Oy — [du +d. A s — o .—N——(-HN + n{n -+ li) ‘

Paa samme Maade vil, naar 4 svarer til g, = 0, ¢, for Belgelengden 2 4 & veare
hestemt ved g 2
Gt e 2n—1)F {Vﬂ_”g
rf"_‘ A

Skjondt 4 er betragtet som en lille Sterrelse, vil den dog altid Kunne anlages saa slor,

al p, 0g g, blive megel store i Forhold til Enheden, saaledes at £, og s, ville kunne

bestemmes ved ; ;
gl?? = gy === 0
Pa (In
For et System af Kugler ville de hertil svarende Absorblionskoefficienter viere
A A*(2n+1) e i“?n.—l—lj
Pt 2z B g 9

Vi kunne nu i Spektret af det gjennemgaaede Ly betragte de to Graenser for en
Absorblionstribe som de Punkter, hvor Lysintensiteten er reduceret (il en konstant Brok
e ©, og Stribens Bredde tienkes da bestemt ved Forskjellen 24 imellem Bolgeliengderne i
disse to Punkter. Er x den tilbagelagte Striekning af Systemet, vil man have

. . 9 2 12(9
. X 'El.ﬂﬁ.r't (2n L 1) Al - A’r A% (2 n.r|—ll

Pyt i gu 2T

Indsaettes heri de ovenfor beregnede Vardier af p, oz g,, ses del, alt Stribernes Bredde
altid er proportional med RKvadratroden af den tilbagelagte Vejleengde . ligesom ogsaa med
Kvadratroden af Antallet al Kuogler paa Rumenheden.

Fil I Y
, . : ¢ ARt A ;
Den bredeste Stribe svarer il ¢ = 7, ¢, = s 'Ej sOm giver
L
A Hfﬂa‘/lj::‘lm
20 — — e
A ¢

For 4 = 0,0163, R = 0,141, 1 = 580, @ — 109 eller 10 Meler og ¢= 0,693,
svarende til en Absorbtion i Stribens Graenser af 50 Procent, erholdes

-

98 — 2,57

som svarer til en Bredde, der er 4,3 Gange storre end Afstanden imellem de to Linier

D, D, Detl er ikke unden Interesse at kegge Mmrke til, at 24 ogsaa umiddelbart kan

- .-"I._
1 '!_-'.--_ A
5 ‘h



beregnes al den almindelige Absorbtionskoelficient & uden hjendskab (il Syslemels ovrige
Konstanter, idet nemliz N i Formlen for & her kan betragtes som el meget stort Tal.
Absorbtionstriberne kunne saaledes blive megel brede oz faa snarere Karakteren
afl Absorbtionsbaand, naar & herer til de mindste al Redderne i o (a) = 0. Horer der-
imod «" til Iedderne i o, (') = 0, vola’) = 0, ... blive med de her exempelvis benyltede
Talkonstanter selv i gunstigste Tilfelde Striberne reducerede til Linier af en nmppe maalelig
Bredde, hvad selvfelgelig dog ikke udelukker, at de Kkunne gjeres synlige. :
Det har ikke vierel min Hensigt med denne Beregning af Lysbevaegelsen indenfor
el Syslem al smaa hugler al gjennemfore en nejagtic Bestemmelse al denne, hvortil vilde
ndkraves el storre Apparal.  Jeg har kun segt al fremdrage det ejendommelige ved denne
Lysbeviegelse, som for en enkelt kugles Vedkommende lader sig nejaglie bestemme og
derigjennem 1 Hovedsagen ogsaa lader sig beregne for en Samling al kogler, idet Hensiglen
hermed har vieret, dels al paavise Muligheden al gjennem Systemets opliske Egenskaber
at komme til hundskab om Elementerne, som ved deres Lidenhed selv unddrage sig den
nmiddelbare lagtiagelse, dels at aabne Blikkel for den slaaende Analogi, som her af sig

selv trieder frem, imellem del antagne Systems og Luftarternes optliske Egenskaber.
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