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Dynamikkens

differentialligninger

fra Newton til Jacobi

® |:Grupper, klasser og Igsninger af differentialligninger
® 2:Newton dynamik

® 3:Hamilton-Jacobi dynamik




For funktioner af en variabel kan man danne ordinzre differentialligninger (ODE)
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Den hgjst forekomne afledede i ligningen kaldes ligningens orden.
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For funktioner af flere variable kan man danne partielle differentialligninger (PDE)
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Hvis funktionen F er et linezert udtryk i den afthengige variable y, dvs
er af form

an(@)y™ (@) + - - + ao(x)y(z) + a(z) = 0

siges differentialligningen at vaere linezr.

Hvis ikke, er differentialligningen ikke-linezr.




Mangden af alle ordinare differentialligninger
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Typer af differentialligninger med Igsningsformler
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linezere, med konstante koefficienter
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Exempel pa separation af de variable:

dy

— =y - sin(x)

/- dy—/sm

In(y) = — cos(x) + C

y = Cs exp(— cos(x))




Eksempel pa linezrt |. ordens system:

édx) { / exp / édaz) sin(z) dx}

é {zsin(z) — 2° cos(z) + ¢}
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Eksempel pa linezrt 2. ordens system med konstante koefficienter:

d2y

dx? ty=

y(z) = ket + k_eft-

y(x) = c¢1 cos(x) + co sin(x)




Isaac Newton (1642-1730)
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SECT. IL

De Inwventione Virinm Cenrripetdrnm.

Prop. I. Theorema. I

Areas quas corpora in gyros alla radiis ad immobile centrum wirium
dullis defcribunt, ¢~ in planis immobilibus confiftere, & effe tem-

Poribm proportionalef.

Dividatur tempus in partes zquales, & prima temporis parte
defcribat corpus vi infica retam 4B. Idem fecunda temporis
parte,fi nil impediret,refta pergeret ad ¢,( per Leg. 1) defcribens
lineam Be zqualem ipfi 4B, adeo ut radiis 4S5, BS, ¢§ad

centrum  allis,
confefte forent
zquales arex A
S$B, BSe. Ve-
rum ubi corpus
venit ad B, agat
viscentripetam-
pulfu unico fed
magno, faciatq;
corpus a relta
B ¢ defleCtere &
pergere in relta
BC. Ipﬁ B § pa-
rallelaagatur e C
occurrens BC n

C, & completa fecunda temporis parte, corpus( per Legum Co-
rol. 1) reperietur in C, in eodem plano cum triangulo A S B Ju_nge
SC, & trangulum S BC, ob parallelas S B, C¢, @quale erit trian-




Newtons kraftlov (1686)

@:F(x,x',t)

dt

mi = F(x,2,t)

Exempel: Konstant kraft




Exempel: Bremselangde for en bil

P

-

Vi kalder bremselengden L, starthastigheden ¥, og bremseaccelerationen a

Forst beregner vi bremsetiden ¢ ved hjelp af hastighedsformlen :

v

Sa indsatter vi den vaerdi for ¢ 1 afstandsfomlen :

2 2
L=—=a v +V v L:V—
2 a a 2a

Konklusion: Bremselengden ages kvadratisk med hastigheden.

Hvis bremselengden er 5 m ved 20 km/t , er den ved 60 km/t 45 m !




Exempel: Skaplanet




Exempel: Harmonisk Oscillator

Newton:

x(t) = cq cos(t) + co sin(t)




W. R. Hamilton (1807-1862) C.G.). Jacobi (1804-1851)




Exempel: Skaplanet

2

H(x,p) = f—m — mgz sin(«)

x

p




Exempel: Harmonisk Oscillator

Hamilton-Jacobi:




Transformationen (CIZ, p) — (g&, I)

viser at systemet er fuldstendigt integrabelt

Nar systemet opskrives i disse variable ser man det maksimale antal bevagelses-

konstanter, og bevegelsen udtrykt i disse koordinater er simpel.

Hamilton og Jacobi viste at mekaniske systemers opfersel kan udredes ved passende valg
af koordinater. | stedet for direkte at sgge en lgsning til de differentialligninger der
opstar ved et tilfeldigt valg af koordinater, sgger Hamilton og Jacobi efter den

koordinat-transformation der simplificerer systemet mest muligt.

Der opstar herved en analogi mellem pa den ene side lysbalgers bglgeudbredelse og
(‘geometrisk optik’) og pa den anden side mekaniske fanomener. Herved grundlage
Hamilton og Jacobi hvad der i dag kaldes geometrisk mekanik, og kom meget taet pa at

skabe et matematisk grundlag for kvantemekanikken.
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